Probléme lére Année Pr.Elamiri

‘Pont vers Spé : Réduction des Matrices

Soit A € M,(K), ot n > 2.
Notons pour tout A € K :

XA(A) = det(\I,, — A)

Définitions :
i) x4 s’appelle le polyndome caractérsitique de A.
ii) Les racines du polynome x4 s’appellent les valeurs propres de A.

iii) S,(A) s’appelle le spectre de A, c’est I’ensemble des valeurs propres de
A.

iv) SiA € Sp(A), onnote Ey(A) = ker(A—M\I,). C’est le sous-espace propre
de A associé a la valeur propre \.

1) Montrer que :
i) Ae Sp(A) & (3Xo € Mpi(K)[{0}, AXy = AXo)
ii) Si A et B sont deux matrices semblables, alors :
a) X4 = XB
b) Sp(A) = Sp(B)
iii) Ecrire dim(FEy(A)) en fonction de n et rg(A — \I,).

2) On pose dans cette question :

3 1 -3
A= -1 1 1
1 1 -1

a) Calculer x4()), et donner-le sous forme factorisée.
Déterminer les valeurs propres de A.

b) Déterminer une base pour chaque sous-espace propre de A.
Notons S la famille formée par ces trois bases, et B, la base canonique

de M371 (R) .

c) Vérifier que S est une base de M3z 1(R).
Notons P la matrice de passage de B, a S.

d) Calculer P71,

e) Ecrire A en fonction de P et D; ot D est une matrice diagonale a
préciser.

f) En déduire A™ sous forme de tableau matriciel, et ce pour tout n € N*.
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g) Considérons les trois suites (xy,), (yn) et (z,) définies par :

Tpil = 3Tp+ Yn — 32n
xo=1,y9=0, zp0=—1etVn e N, ynt1 = —Tn+Yn+2n
Zndl = Tn+Yn — 2n

Déduire de ce qui précéde le terme général de chacune de ces suites.

3) Répondre a la question 2)a) dans chacun des cas suivants :

-14 -8 5
a) A= 18 11 -6

-12 -6 5

5 =3 —6
byA=[0 2 0

1 -1 0

3 1 -1
c) A= 11

20
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%) Considérons les trois suites (z,,), (yn) et (z,) définies par :

Tn+l = 3Tp+Yn —32n
zo=1, y=0, 2p=—-1etVneN,{ Ypt1 = —ZTp+Yn+ 2,
Zntl = Tpnt+Yn — Zn

Déduire de ce qui préceéde le terme général de chacune de ces suites.
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