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Cette correction a été rédigée par Frédéric Bayart. Si vous avez des remarques a faire, ou pour signaler
des erreurs, n’hésitez pas a écrire a: mathwebQfree.fr

Probleme d’algebre CORRECT|ON

1.1 Soit B la matrice %A, qui est la matrice relativement a B de 'endomorphisme ¢ = %¢- Il est facile
de vérifier que la matrice B est orthogonale, ou bien en calculant B !B et en montrant que I’'on
obtient I3, ou bien en montrant que les vecteurs colonnes de B forment une base orthonormale de
lespace (on calcule alors les normes et les différents produits scalaires). Ainsi, ¢ est une isométrie
de E. En outre, det B = 1, ce qui prouve que ¢ est une rotation.

L’axe de cette rotation est donnée par ’ensemble des points invariants. Or,

1 -4 2 2
Mat(go—IdE):§ 2 -4 2
2 2 -4

On résoud alors le systéme produit par I"équation ¢(z,y,z) — Idg(x,y,2) = (x,y,2). Les solutions
de cette équation sont les vecteurs (z,z,x) = x(e1 + e + e3). L’axe de la rotation est donc la droite
R(e; + ez + e3).

Il reste a prouver qu’il s’agit d’un demi-tour. Le vecteur e; —e5 est orthogonal a I’axe de la rotation.
En outre, p(e; —es) = —(e1 — e3). ¢ est donc bien un demi-tour.

1.2 On a 5 3 3
= 9= <ZIdE> op=¢po <ZIdE> .

1 est donc la composée du demi-tour précédent, et de 'homothétie vectorielle de rapport 3/4.

2.1 1 est une bijection car c’est la composée de deux bijections. En outre, puisque %1/) est une isométrie,
pour tout = de E, on a:

4
|50@)] =t
On en déduit que
3
(@)l < Sl

Ainsi, v € SNGL(E).
2.2 Non, car |[Idg(z)| = ||z|!
2.3 Si p1, g2 € S, les constantes associées étant respectivement kq, ko, alors

E1llga ()|l
kika |||,

1 0 w2 ()]l

INIA

et on a bien k1ko € [0,1]. Pour autant, SNGL(E) n’est pas un sous-groupe de (GL(E),0), car cette
partie ne contient pas ’élément neutre.

2.4 Six € ker(p — Idg), on a
(@)l = llzll et llp()]| < Kl
On a donc ||z|| < E||z||. Ceci n’est possible que si = 0. Puisque ¢ — Idg est un endomorphisme
de dimension finie, ¢ — Idg € GL(E).
2.5 Le sens direct est évident. Pour la réciproque, si z € E, x # 0, on pose y = ﬁ On a

Iyl =1 = lle@)l < k.

Par linéarité, on obtient
lo(@)]| < Ellz|.

Cette égalité reste vraie si x = 0, et donc ¢ € S.
2.6 Soit (ug,us,us) cette base orthonormée, et A1,A2,A3 les éléments diagonaux. On pose

k= max(|>‘l|7‘)‘2|7|>\3|) € [071[
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Soit x € E, que 'on décompose en x = x1u; + To2us + x3u3. Rappelons que 'on a

lz||? = 22 + 22 + x%

On a
p(x) = z1p(ur) + T2p(u2) + w30(us3)
= MTiuy + AaZTous + A3T3us
On en tire:
le@II* = [ ]® + ool + [Aazs|?
< K*(af + 23+ 23)
< Kl
On obtient ||¢(z)|| < E||z||, et ¢ € S.
3.1 On vérifie aisément que ||e}]|?> = ||e5]|? = ||e4||? = 1. D’autre part,

AN _L _ _
(61‘62)—\/6(1 1)=0.

On montre de méme que les autres produits scalaires sont nuls, ce qui acheve de prouver que la
base est orthonormale.

3.2 On a:
1 3 1 -1 1 1
— 1 3 1 —1 == —1
6\ -1 1 1 -1 -1
On a donc p(e}) = 3e}. De méme, pu(eh) = 2¢b et p(ey) = 0. On en déduit que la matrice de p
dans B’ est
12 0 0
0 2/3 0
0 0 0
Le résultat obtenu en 2.6 entraine que u € S.
4.1 On a:
1 -1 0 T1 Ty — X2
al O 1 1 To =a| z2+x3
1 0 —1 T3 T1 — X3
On en déduit que
lpa(@)|* = a®((x1 —22)* + (22 + 3)* + (21 — 23)°)

= a2(1 + (Il — X9 — 13)2).

4.2 Les formules de changement de base (avec les matrices de passage) permettent d’exprimer facilement
x1,x2,x3 en fonction de z,x5 et 5

_ 1 .7 1 . 1 .7
o= \/§f1+\/§f2+¢6f3
— ! / ’
T2 = TNt 5T T 5T
_ 1 / 2
xIs = —ﬁwl—l—%x&
On en tire:
3
1 — T — X3 Ty
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Ceci donne
lpa(@)|? = (1 + 32)7).

Puisque B’ est une base orthonormée, et que x est de norme 1, on a |z7]| < 1. On en déduit que:

[a ()]l < 2al.

On a égalité si, et seulement si, £} = +1, c’est-a-dire si, et seulement si, z = +e].
4.3 D’abord, si |a| < 1/2, la question précédente prouve clairement que ¢, € S. D’autre part, si
la] > 1/2, pour = ¢}, on a ||pa(x)|| > ||z||, ce qui empéche ¢, d’appartenir & S.

5.1 Puisque f est une application affine, f(O)f(M) = @(OW) On a donc:

—
f(M)=M < F(O)M =p(OM)
— f(O)O+OM = o(OM)
= J(0)0 = (¢ - Idg)(OM).
5.2 D’apres la question 2.4, ¢ — Idg est inversible. Il existe donc un unique vecteur @ tel que f(O)O =

(¢ — Idg)(w). Il existe donc un unique point  invariant par f, donné par o0 = .
5.3 On a:

Qf (M) = [(Q)f (M) = o(QB]).
5.4.1 Comme dans le probleme d’analyse, on prouve par récurrence sur n que:
OM, = "(QMM).
On en déduit (toujours par récurrence) que
IO, || < k™| Q0My||.

On a donc
lim ||Q2M, ]| = 0.

n—-+oo
5.4.2 Soit f lapplication affine définie par

— La partie linéaire de f est ¢;/4 en utilisant les notations de la question 4.
On définit la suite de points (M,,) par My = (z0,Y0,%0) €t Myy1 = f(M,). Les coordonnées de M,
sont exactement les suites (x,,), (yn) et (2z,) données par I’énoncé. D’apres la question précédente,
f posséde un unique point fixe Q = (a,b,c) et ||S2—J\4-n>” tend vers 0. En particulier, les 3 suites (z,,),
(yn) et (z) convergent respectivement vers a,b et c. Reste a trouver les coordonnées de € qui sont
solutions du systeme :

r = %x—ly—i—l
Yy = %y—i-%z—&-%
z = zx—3z+1

Par le pivot de Gauss, on trouve aisément que la seule solution du systéme est (1,1,1): les suites
(n), (yn) et (z,) convergent donc vers 1.

FIN
















