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Enoncés 1

Déterminants

Applications multilinéaires

Exercice 1 [01410] [correction]

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace
vectoriel E.

Soient f une forme linéaire sur E, p la projection vectorielle sur F' parallelement &
G et ¢ = Id — p sa projection complémentaire.

Montrer que 'application ¢ : E x E — K définie par

ez, y) = f(p(x))fla(y)) — f(p(y)) f(q(z))

est une forme bilinéaire alternée sur E.

Déterminant d’un endomorphisme

Exercice 2 [01411] [correction]
Soient £ un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E
vérifiant f2 = —Id. Montrer que I'espace E est de dimension paire.

Exercice 3 [01412] [correction]

Soit V = {z — e¢"P(x) | P € R, [X]}.

a) Montrer que V est un sous-espace vectoriel de F(R,R) dont on déterminera la
dimension.

b) Montrer que Papplication D : f +— f’ est un endomorphisme de V' dont on
calculera le déterminant.

Exercice 4 [03071] [correction]
Soit f un en endomorphisme du R-espace vectoriel C.
a) Montrer qu’il existe d’uniques complexes a, b tels que

Vz e C, f(2) =az+ bz

b) Exprimer en fonction de a et b le déterminant de f.

Déterminant d’une matrice

Exercice 5 [o01414] [correction]
Soit A = (CL,‘J) € Mn((C) On note A :LC_I%J‘) € Mn((C)
Former une relation liant det(A) et det A.

Exercice 6 [01415] [correction]
Soit A € M,,(C) telle que *A = A. Montrer que det A € R.

Exercice 7 [o01416] [correction]
Soit A une matrice antisymétrique réelle d’ordre 2n + 1. Montrer que

detA=0

Ce résultat est-il encore vrai lorsque A est d’ordre pair ?

Exercice 8 [01417] [correction]
Comparer det(a; ;) et det((—1)"a; ;) out (a; ;)1<ij<n € Mu(K).

Exercice 9 [033s82] [correction]
Soit A € M,,(R) vérifiant

Vi,j € {1,...,’/1},&2'7]' S {1,—1}

Montrer
2"~ | det A

Calcul de déterminants

Exercice 10 [o1418] [correction]
Calculer sous forme factorisée les déterminants suivants :
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0 a b a b
a)|la 0 ¢ b)| ¢ a
b ¢ 0 b c
a+b b+c c+a a Z
c) | a®>+b* b+t A +a? d) Z b
A+ VB¥+E AF+dd
a b
a ¢ ¢ b
1
e) ca b f) | cosa
c b a c .
sin a
b ¢ ¢ a

Exercice 11 [o01419] [correction]
Soient ay, ..., a, € C. Calculer det(amax(i,j))-
En déduire en particulier det(max(i, 7)) et det(min(i, 7)).

Exercice 12 [o01420] [correction]

Soient a1, as,...,a, € K. Calculer
aq as N [e2%
a2
(Cl1) ay
Exercice 13 [o1421 ] [correction]
Soit n € N*. Calculer
S1 S 5 - 5
S1 Sy Sy - S
S1 Sy S3 .-+ S5
S1 Sy S3 - S,
ou pour tout 1 <k <nona
k
Sp=> i
i=1

O 0 TR Q@ TO0

QL O T

1

cosb cosc

sin b

1

sin ¢

Exercice 14 [01422] [correction]
[Identité de Lagrange]
Calculer de deux fagons :

Exercice 15 [01423] [correction]

Soit
a b c d
b a —-d ¢
A= —c d a b
—-d —c¢ b a

avec a,b,c,d € R.
a) Calculer 'A.A. En déduire det A.

b) Soient a, b, c,d,a’, V', ¢, d" € Z. Montrer qu’il existe a”,b”, ", d" € Z tels que :

(a2—|—b2+02+d2)(a’2+b’2+c/2+d’2) :a”2+b"2+c”2+d"2

Exercice 16 [01425] [correction)]
Soient a # b et A1, Ag, ..., Ap. On pose

Mtz atx a+x

Ap(z) = b+ M+x
: a—+x
b+x b+z M, +x

(n]

a) Montrer que A, (x) est une fonction affine de z.
b) Calculer A, (x) et en déduire A, (0).

Exercice 17 [03377] [correction]
a) Calculer

a b ¢
a2 b A
a® b A

b) En déduire
a+b b+c c+a
a2+ V+c2 2+d?
ad+b6 B+3 A+dd
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Calcul par relation de récurrence

Exercice 18 [01426] [correction]
Calculer en établissant une relation de récurrence

0 1 - 1
D, =| 1

S

~1 -1 0

Exercice 19 [o1427] [correction]
Calculer en établissant une relation de récurrence

D, =| !
S
1 10

Exercice 20 [o01428] [correction)]
Calculer en établissant une relation de récurrence

1 - 1

Exercice 21 [o01429] [correction]
Calculer en établissant une relation de récurrence

b, —|1 3
RSV |
1 -+ 1 n+1

7]

On exprimera le résultat & laide des termes de la suite (H,,) avec

"1
Hy=) +
k=1

Exercice 22 [01430] [correction]
Calculer en établissant une relation de récurrence

a+b b .- b
Dn: “

b

a a a+b

Exercice 23 [01431] [correction)]

Calculer
cy ¢t o0 o e 0
cy ¢ Cc3 0 :
p_| G Cl G
co cl o2 oo 0
: cr—t
C’I(’)L 0711 0721 Cv?; C:Ll_l [n]
en notant

I AN n!
Cn = <k> Tkl (n—k)!

Exercice 24 [01432] [correction)]

Calculer
c ¢ ... on
¢ G e Chp
Dnpi=| | : :
0 o1 n
Cn Cn+1 U CQn [n—+1]
en notant par
n n!
ck = =
" (k) kl(n —k)!
Exercice 25 [ 03254 ] [correction]
Calculer le déterminant de
a (b)
A, = € M, (C)
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Systeme de Cramer

Exercice 26 [01437] [correction]
Soient a, b, c et d des éléments de K deux a deux distincts.
Résoudre sur K les systemes suivants :

r+y+z=1 r+y+z=1
a) ar +by+cz=d b) ar +by+cz=d
a’z + b2y + Ptz =d? dr+bly+Sz=d®

Exercice 27 [o01438] [correction]
Résoudre

rt+y+z=a
T+ gy +i%=b
r+ji%y+jz=c

en fonction de a,b,c € C.

Exercice 28 [01439 ] [correction]
Résoudre en fonction de a € C le systeme

r4ay+a’z=0
axr+y+az=0
dr4+ay+z2=0

Exercice 29 [ 01440 ] [correction]
Soient a, b, c € C distincts.
a) Résoudre

x+ay+a22:a3

4+ by +b2z =0
T +cy+ Az=¢8
en introduisant : P = X3 — (x + yX + 2X?)

b) Méme question pour

x+ay+azz:a4

x4 by + b2z = b

x+cy+c2z:c4

Exploitation de déterminants

Exercice 30 [o01441] [correction)]
Soient F un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, 2, e3) une base de F.
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

3 -2 =3
A= -2 6 6
2 -2 =2

a) Pour quelles valeurs de A, a-t-on det (A — A\I3) =07
b) Déterminer une base C = (€1, £2,¢3) de E telle que

100
Matef=[ 0 2 0
00 4

Exercice 31 [o01442] [correction]
Soient n € N*, A € GL,(R) et B € M,(R).
Montrer qu’il existe € > 0 tel que :

Vo € [—¢€,¢],A+ 2B € GL,(R)

Comatrice

Exercice 32 [ 01443 [correction]

Soit A = (a; ;) une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans Z.

a) Justifier que det A € Z.

b) Montrer que l'inverse de A existe et est & coefficients entiers si, et seulement si,
det A = £1.

Exercice 33 [01444] [correction)]
Soient n un entier supérieur a 2 et A € M,,(K).

a) Etablir
rg(A) =n = rg(com(A)) =n
rg(A)=n—-1 =rg(com(4)) =1
rg(A) <n—2 =rg(com(A)) =0
b) Montrer

det (com(A)) = (det A)"!
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¢) En déduire
com (com(A))

Exercice 34 [o03142] [correction]

Soient A, B € M,,(C).

On suppose que les matrices A et B commutent. Montrer que les comatrices de A
et B commutent.

Exercice 35 [03260 ] [correction]
Résoudre ’équation
comM =M

d’inconnue M € M, (R)

Exercice 36 [03576 ] [correction]
a) Donner le rang de B = (comA) en fonction de celui de A € M, (K)
b) On se place dans le cas ou rgAd =n — 1.
Soit C' € M,,(K) telle que
AC=CA=0,

Montrer qu’il existe A € K tel que

C=M\B

Calcul de rang
Exercice 37 [01445 ] [correction]
Soient a € C et

1 « 0

M = e M, (C)
0 a
a 0 1

a) Calculer det M.
b) Déterminer, en fonction de « le rang de M.

Exercice 38 [01446] [correction]
Soient a,b € C.
a) Calculer le déterminant de

a (b)

M(a,b) = € M, (C)

®  a

b) En déduire le rang de M (a,b) selon les valeurs des parameétres a et b.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

0:ExE—K

ey, z) = f(p(y) fla(z)) — f(p(x))f(e(x)) = —p(z,y). Il suffit d’étudier la
linéarité en la lére variable.

oAz + pa',y) = f(p(Ax + pa')) f(a(y)) — f(p(y)) f(g(Az + pa’)) or f, p et g sont
linéaires donc

oAz + pa',y) = (A (p(z)) + nf (")) Fla() = fp(y)) (Af(q(z)) + nf(q(2)))
puis en développant et en réorganisant : p(Ax + pa’,y) = Ap(z,y) + pe(e’, y).

@ est donc une forme bilinéaire antisymétrique donc alternée.

Exercice 2 : [énoncé]
Posons n = dim E. Comme det(f?) = det(—1,,) on a det(f)? = (=1)" > 0, donc n
est pair.

Exercice 3 : [énoncé]

a) Il est clair que V' est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

On pose fi, : R — R définie par fj(z) = z¥e?.

B = (fo,--., fn) forme une base de V, donc dimV =n + 1.

b) Pour f(z) = P(z)e” on a D(f)(x) = f'(z) = (P(z) + P'(x))e”.

D est bien une application de V' dans V.

De plus la linéarité de D découle de la linéarité de la dérivation et on peut donc
conclure D € L(V).

Puisque (z%e®) = (¥ + kx*~1)e” on a D(fi,) = fx + kfr_1 donc a

1 1 0

MatB(D) =
n
0 1

Par suitedet D =1 x1x---x1=1.

Exercice 4 : [énoncé]
a) La famille (1,4) est une base du R-espace vectoriel C.
Pour a,b € C, 'application g4 : 2 — az + bz est R-linéaire et sa matrice dans la
base (1,4) est
Rea + Reb Imb — Ima
< Ima + Imb Rea — Reb >

Pour f endomorphisme du R-espace vectoriel C de matrice

(57)

dans la base (1,4), on a f = ¢, si, et seulement si,

Rea + Reb =«
Ima + Imb = 3
Imb — Ima = v
Rea — Reb =6

Ce systeme possede une unique solution qui est
a+d B+

B— a—9
a=g Ty e 5 T

b) Le déterminant de f vaut

det f = ad — By = |af® — |b]?

Exercice 5 : [énoncé]
Par conjugaison d’une somme et de produits

n n

det A = Z (o) HW = Z (o) Hag(i)yi =det A

gES, i=1 oeS, i=1

Exercice 6 : [¢énoncé] B
Ici tA = A, donc det(A) = det(*A) = det A.
Comme

n

det A = Z s(a)ﬁm = Z (o) Hag(i)ﬂ- =det A
i=1

o€ES, ceS, i=1

on peut conclure det A € R.

Exercice 7 : [énoncé]
Comme ‘A= —Aona

det A =det®A = det(—A) = (—1)*"T1det A = —det A
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donc det A = 0.
La matrice

0 1
=(4)
fournit un contre-exemple au second probléme posé.

Exercice 8 : [énoncé]
Notons A = (a; ;) et B = ((—1)""a; ;). On a

det B = Z f[ U(Z)ﬂ o (i)
=1

oeS,

en regroupant les puissance de (—1)

S o(i)+i n
detB= Y @)1= [[aow.
oES, i=1
puis
det B = Z g(o)(—1)™n+D) Haa(i),i
oceS, i=1
Ainsi

det B = (=1)""*Y det A = det A

car n(n + 1) est pair.

Exercice 9 : [énoncé]
En ajoutant la premiere colonne de A a chacune des suivantes, on obtient une

matrice dont les colonnes d’indices 2 jusqu’a n ont pour coefficients 0,2 ou —2.

On peut donc factoriser 2 sur chacune de ces colonnes et ’on obtient
det A =2"""det B

avec B une matrice dont les coefficients sont 0,1 ou —1 de sorte que det B € Z

Exercice 10 : [énoncé]
a) En développant selon la premiére ligne,

0 a b a ¢ 0

a 0 c¢c|=-a +b = abc + abe = 2abce
b 0 c

b ¢ 0

b) En sommant les colonnes sur la premiére et en factorisant

a b c 1 b ¢
c a b|=(a+b+c)|1 a b
b ¢ a 1 ¢ a

En retirant la premiére ligne aux suivante et en développant sur la premiere
colonne

a b c
¢c a bl=(a+b+c) a=b b-c = (a+b+c)(a®+b*+c? — (ab+bc+ ca))
b e a c—a a—>b

¢) En retranchant la premiére colonne aux suivantes puis en sommant les colonnes
sur la premiere

a+b b+c c+a a+b c—a c—b 2c c—a
D=]a?>+0 v+ A+a?|=|a®+b 2—a? 2= |=|22 2Z-a?
a4+ B+SB E4ad a4+ A—-a® -0 2¢¢ 2 —ad

En factorisant par 2 puis en retranchant la premiére colonne aux suivantes

c —a b
D=2|c —a® -1?
B3 g3 3

Enfin en factorisant on se raméne a un déterminant de Vandermonde

1 1 1 1 1 1
D=2abc| ¢ a b |=2abc| 0 a-—c b—c
2 a2 v? 0 a2—c2 b2 —¢2
Finalement
1 1

D = 2abc(a —¢)(b—c¢) = 2abe(a —c)(b—c)(b—a)

at+c b+c

d) En retranchant & chaque ligne la précédente (en commencant par la derniére)

a a a a a a a a
a b b b 0 b—a b—a b—a

D= a b c c| |0 0 c—b c—a =a(b—a)(c—b)(d—¢)
a b ¢ d 0 0 0 d—rc

e) En sommant toutes les colonnes sur la premiére et en factorisant

a ¢ ¢ b a+b+2c ¢ ¢ b 1 ¢ ¢ b
e a b c| |a+b+2c a b c| a b c
D= c b a c| |a+b+2c b a ¢ =(a+b+2) 1 b a c
b ¢ ¢ a a+b+2c ¢ ¢ a 1 ¢ ¢ a
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En retranchant la premieére ligne aux suivantes et en factorisant

1 c c b

0 a—c b—c c—0»
0 b—c a—c c—b
0 0 0 a—b

D = (a+ b+ 2c)

donc
a—c b—c
b—c a—-c

D= (a+b+2c)(a—0b)

puis
D= (a+b+2c)(a—0b)*a+b—2c)

f) En retirant la premiére colonne aux suivantes

1 1 1 1 0 0
D =| cosa cosb cosc |=1| cosa cosb—cosa cosc— cosa
sina sinb sinc sina sinb—sina sinc-—sina

Par la formule de factorisation

B . p+q . p—q
cosp — cosq = —2sin sin 5
. b—a . c—a Sinb'%a sin 5
D = —4sin sin —— bra ta
2 COS =5~ COS =5~
puis
. c—a b—c
D = —4sin sin sin
2 2 2
Exercice 11 : [énoncé]
a; az asz -+ Qan
az az asz -+ Qap
det(amax(iyj)) = as as as e an,
(279} (£79) (279 e (79}

En retranchant a chaque colonne la précédente (en commengant par la premiere)

ap—az Gaz—az -+ Qp-1 — Qp
0 a2 — as Ap—1 — Qn
det(amax(i,j)) = O
Gp—1 — an
(0) 0

=(a+b+2)(a—b)((a—c) = (b—0)?)

Qp
Qn

Qn
Qn

et donc

det(amax(i7j)) = (a1 —ag)(az —az) ... (an—1 —ap)an

Pour a; =1,
det(amax(i,j)) = (—1)"_171

Pour a; =n+1—1,
det(amin(m)) = 1

Exercice 12 : [énoncé]

aj az - Gp ai; — as * Cq + C]
- CQ — CQ

= : = a1(ay1—ag)"" ! via )

.. as ai — as .
(al) aq (0) ai Cn—l — C'n

Exercice 13 : [énoncé]
Via L, + L,, — Lnfl,Lnfl L, 1— Ln,Q, .. .,L3 < L3 — LQ,LQ — Lo — 1,4
(dans cet ordre)

S S1 S - S S Sy - -5

S1 Sy Sy .- Sy 2 cee e 2

Sl SQ S3 N S3 _ 3 . 3 —nl
I 0 .

S1 Sy S3 - Sy n

Exercice 14 : [énoncé]

D’une part
a —b c —d 9 9 o )
b a d = (a” +b7)(c" +d7)
D’autre part
a —b c —d ac—bd —(ad+ be
b oa ‘ d e ‘ ad + be éc_bd)‘(“bd)z*(adﬂc)z
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Exercice 15 : [énoncé]

a) 'AA = diag(d,6,,9) avec § = a® + b? + ¢® + d?. Par suite

det A = £(a® + b + % + d?)2.

Or b, ¢, d fixés, par développement de déterminant, I’expression de det A est un
polynéme en a unitaire de degré 4 donc

det A = (a® +b* + % + d*)?
b) Avec des notations immédiates : AA’ = A” avec :

a’ =aa — b —cc —dd
b =ab +ba+cd —dd
" =ac —bd +ca + dv
d’' =ad +bd —cb + dd

Par égalité des déterminants et considération de signes
@402+ 2+ d)2(a?+ b2+ 2+ d?)? = @2+ 672+ 4 d"?)?
et les quantités suivantes étant positives
(@ + b+ +d)(d?+b?+ 2 +d?)=a? + V2 + "+ d"”

avec a’’,b",c",d" € Z par opérations.

Exercice 16 : [énoncé]
a) En retirant la premiére colonne aux suivantes

MA+zT a—XA - a—M

b+x M —b (a —b)
An(x): . .

b+ (0) An —b

(n]

Puis en développant selon la premiére colonne on obtient une expression de la
forme.

An(x) = az + B

b) Par déterminant triangulaire

An(=a) =TT —a) et Au(=0) = [T (i — 1)

i=1 i=1

On en déduit

n n n n
[T (i—a) =TT (Ni—b) b1l (Ai—a)—a ]l (\i—0)
o = =1 i=1 ot B = —=1 i=1
b—a b—a
Exercice 17 : [énoncé]
a) En factorisant les colonnes
a b ¢ 1 1 1
a? b2 2 |=abc| a b c
ad b a? b

En retranchant a chaque ligne a fois la précédente

a b ¢ 1 1 1
a> b & |=abc| 0 b—a c—a
ad b 3 0 blb—a) c(c—a)
et enfin en développant
a b ¢
a? v¥* 2 | =abe(b—a)(c—a)(lc—b)
a® b 3

b) En séparant la premiére colonne en deux

a+b b+c c+a a b+c c+a b b+c¢ c+a
a2+ P+ A4+a? =] a® B2+ A4a? |+ ¥ B+ A4a?
a2+ B+A AF4ad a® P+ A+ad B B+E S+dd

Puis en procédant a des combinaisons judicieuses sur les colonnes
a+b b+c ct+a a b ¢ b ¢ a

A4+b2 B4+ 24ad | = 2 24| B2 2 g2
a4+ B+ AE4dd c? B 2 ad

(=

a2
a3

(=
w

Enfin, par permutation des colonnes dans le deuxiéme déterminant

a+b b+c c+a a b c
a2+ P+ A+a® |[=2]a® v 2| =2abe(b—a)(c—a)lc—D)
a4+ B+SE AE4ad a® b A
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Exercice 18 : [énoncé]
Par les opérations élémentaires C7 < Cy + C,, puis L; < L; + L,, on obtient

o 0 - 0 1

0o 0 1 - 1
D, = -1

0 U |

-1 -1 —-1 0

[n]

En développant, on parvient a la relation de récurrence

Dn = Dn72
Comme D; =0et Dy =1,0n a
p, = L+ ()"
2

Exercice 19 : [énoncé]
Par les opérations élémentaires : Cy < Cy — C,, puis Ly < L1 — L,, on obtient

0 0 (1)
D, =

0 .

1 (1) 0

En développant, on parvient a la relation de récurrence
Dy=-2D, 1 —D,_»

La suite (D,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
r2 +2r + 1 = 0 de racine double —1.
Sachant D; =0 et Dy = —1, on parvient a

D, =(-1)""1(n-1)

Exercice 20 : [énoncé]
En développant selon la deuxieme ligne

1 *

Puisque D; = 1 on obtient

Exercice 21 : [énoncé]

D,=2-n

En décomposant la derniére colonne en somme de deux colonnes

2 1
1

; n
1 1

Ainsi

Par suite

donc

puis

1 1 o) 1
1 - n—1 1
1 (0) 1
(1) 0
=nDp_
n

Dn _ 1 + Dn—l
nl  n (n—1)
D, "1
= D —_—

n! 0+; k
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Exercice 22 : [énoncé]
En décomposant la premiére ligne en somme de deux lignes

a a-+b b a a-+b b
a a a+b a a a+b

[n]

En retranchant la premiere colonne a toutes les autres dans le second
déterminant, on obtient
D, =aD,_1+b"

Par récurrence, on en déduit

a
a—2>b

n+1l bn+1

D, = sia#b

et
D,=(n+1a"sia=b

Exercice 23 : [énoncé]
En retirant a chaque ligne la précédente (et en commencant par la derniére)

1 1 0 cee e 0
0 0 ¢ o
cs Gy (3

D, =
ol .0
Cm—22
0 Chy Chy Cy ey

[n]

en vertu de la formule du triangle de Pascal
Cr=CpZ1+Cry
En développant selon la premiére colonne, on obtient
D,=D, 1

Ainsi

Exercice 24 : [énoncé]

En retirant a chaque ligne la précédente (et en commencant par la derniére) on

obtient
cY o .. cr
o ¢ ... cCnt
Dnpi=| . : :
0o ¢° ... cp-l

[n+1]

en vertu de la formule du triangle de Pascal
Cp=Cn1 +Chy

En développant selon la premiere colonne

cy ... (onl

Dppi=1 :
0 n—1
Cn e Canl

[n]
Via C,, + C,, — Cp—1, ..

Cg . ngll
Dn+1 = = Dn
oy e on
Finalement
D,=1
Exercice 25 : [énoncé]
Casb=c:
C’est un calcul classique, on effectue Cy < Cy +--- 4+ C,, puis L; <+ L; — Ly
(i=2,...,n) pour triangulariser le déterminant et obtenir
det A, = (a + (n — 1)b)(a — b)"*
Cas b #c:
Posons D,, = det A,,. A chaque ligne on retranche la précédente
a b e b
c—a a—>b (0)
D, = . .
(0) c—a a—b

., Cy + C5 — (1 et en exploitant Cg = C’SH, on obtient
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et on développe selon la derniere colonne
D, =bla—c)" '+ (a—b)D,_1 (avec n > 2)

Ainsi

D, =bla—c)" P +bla-b)(a—c)" 2+ +bla—b)""*(a—c) + (a—b)""'D;

Par sommation géométrique des premiers termes

a—b

a—c

n—1
Il =) MR
D,, = b(a —c¢) T +a(a—0b)

a—c

puis apres simplification

bla—c)" —c(a—b)"

D = b—c
Exercice 26 : [énoncé]
a) On a
1 1 1
@ bb2 ¢ =(b—a)(c—a)lc=b) #0
Par les formules de Cramer
o (b—d)(c—d)(c—D)
(b—a)(c—a)(c—10)
Y- (d—a)(c—a)(c—d)
(b—a)(c—a)(c—0b)
L (b—a)(d—a)(d—10)
(b—a)(c—a)(c—0)
b) On a
1 1 1
a b ¢ |=@0b-a)c—a)c—b)a+b+c)#0
a> v A

Par les formules de Cramer

et y, z par symétrie.

Exercice 27 : [énoncé]
Le systeme est de Cramer via déterminant de Vandermonde.
(1) + (2) + (3) donne

_a+b+c
3
(1) + 72(2) + j(3) donne
a+bj2+cj
B 3
et (1) + ;(2) + j2(3) donne
_a+bj+ cj?
B 3
Exercice 28 : [énoncé]
Le déterminant du systeme est
1 a a? 1 a a? 1 a a?
_ 2 2 2 2
a 1 =0 1—|qf a(l—|al”) =0 1—lal” a(l—|a|)
a? a 1 0 a(l—|a* 1-]a* 0 0 1—laf?

Si |a| # 1 alors est le systéme est de Cramer et homogéne
§={(0,0,0)}
Si |a] = 1 alors le systéme équivaut & une seule équation
r+ay+a’z=0
car les deux autres lui sont proportionnelles. On en déduit

S= {(_ay - agzvyvz)/yaz € (C}

Exercice 29 : [énoncé]

Les deux systémes proposés sont de Cramer via déterminant de Vandermonde.

a) Si z,vy, z est sa solution alors P(a) = P(b) = P(c) = 0 et donc
P=(X-a)(X-b)(X—-c¢)

On en déduit
x=abc,y=—(ab+bc+ca)et z=a+b+c

b) Introduisons
P=X*—(z+yX +2X?)
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Si z,y, z est solution alors P(a) = P(b) = P(c) =0 et donc
P=(X-a)(X-b)(X—-0)(X—4d)

Puisque le coefficient de X3 dans P est nul, la somme des racines de P est nulle et
donc

a+b+c+d=0

puis
P=X-a)(X-0DX-0)(X+(a+b+¢c))

En développant, on obtient
T =0301,Y =03 — 0109 etz:af—ag

avec 01, 032, 03 les expressions symétriques élémentaires en a, b, c.

Exercice 30 : [énoncé]
a) Apres calculs
det(A—A3)=(1-NA—-N(2-X)

On a donc
det(A—M3)=0A=1,20u4

b) Aprés résolution de ’équation f(z) = Az pour A = 1,2 ou 4, on obtient
€1 =¢€1 72624’263,62 =e] — €2+ €3 et 53:617262%*63

convenables.

Exercice 31 : [énoncé]
Notons A = (a; ;) et B = (b; j). On sait

det(A + J}B) = Z E(O’) H (a/a(i),i + xbg(i)’i)

oES,, i=1

La fonction x — det(A + xB) est continue (car polynomiale) et ne s’annule pas en
0 (car det(A) # 0), donc elle ne s’annule pas sur un voisinage de 0 ce qui résout le
probleme posé.

Exercice 32 : [énoncé]
a) Pour A = (a;;) € M,(C) on a

det A= Z (o) ﬁai’g(i)
i=1

ocES,,

Par suite si tous les a; ; sont entiers, det A 'est aussi.

b) (=) Si A et A~! sont a coefficients entiers alors det A € Z et det A=1 € Z.
Or det A.det A=t = det(AA~!) =det ], =1

Donc det A = det A~! = +1.

(<) Si det A = +1 alors A est inversible car de déterminant non nul

Son inverse est

A7l = ﬁtcom/l = +'com A

Or la comatrice de A est formée des cofacteurs de A qui sont des entiers car égaux
a des déterminants de matrices a coefficients entiers (car extraites de A).
Ainsi A1 est une matrice & coefficients entiers

Exercice 33 : [énoncé]
a) Sirg(A) =n alors A est inversible et sa comatrice l’est alors aussi donc

rg(com(A)) =n

Sirg(A) < n — 2 alors A ne posséde pas de déterminant extrait d’ordre n — 1 non
nul. Par suite com(A4) = O,, et donc

rg(com(A)) =0

Si rg(A) = n — 1, exploitons la relation A'com(A) = det(A).I,, = O,,.

Soient f et g les endomorphismes de K™ canoniquement associés aux matrices

A et fcom(A).

On a fog =0 donc Img C ker f. Comme rg(f) =n — 1, dimker f = 1 et par suite

rg(g) < L.

Ainsi rg(com(A4)) < 1.

Comme rg(A) = n — 1, il existe un déterminant extrait non nul d’ordre n — 1 et
par suite com(A) # O,,.

Finalement

rg(com(4)) =1
b) Comme A'com(A) = det(A).I,, on a

det(A) det com(A) = (det A)"
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Si det A # 0 alors
det com(A) = (det A)"*

Si det A = 0 alors rg(com(A4)) <1 < n donc
det(com(A)) = 0
c) Sirg(A) = n alors
‘com(com(A)).com(A) = det(com(A)).I, = det(A)" "I,

Donc
tcom(com(A)) = det(A)" tcom(A)~!

Or ‘com(A).A = det(A).1I,, donc
fcom(A) = det(A).A™!
puis sachant {(B)™! = (!B)"! on a :
com(com(A)) = det(A4)"?A
Sirg(A) <n—1etn >3 alors rg(comA) <1< n—2donc
com(com(A)) = O,

Si n = 2 alors pour

A= < o’ ) com(A) = ( 4o ) ot com(com(A)) = A

Exercice 34 : [énoncé]

Cas A et B inversibles

Puisque A et B commutent, leurs inverses commutent aussi
On en déduit

1
det A

*(comB) = Lt(cornB)Lt(comA)

t
A
(comA) det B det A

det B

En simplifiant et en transposant on obtient
com(A)com(B) = com(B)com(A)

Cas général

Pour p assez grand, les matrices
1 1
A+ ~-I,et B+ -1,
p p

sont inversibles et commutent donc

com <A + 1In) com (B + 1In> = com (B + 1In) com (A + 1In)
p p p b

En passant a la limite quand p — 400, on obtient

com(A)com(B) = com(B)com(A)

Exercice 35 : [énoncé]
Soit M solution de ’équation étudiée.
Puisque
t(comM)M = det(M)I,

on obtient
MM = det(M)I,

et donc

tr(*MM) = ndet M
Or .

tr("MM) = Z mij

i,j=1

donc det M > 0.
De plus, en passant la relation M M = det(M)I,, au déterminant, on obtient

(det M)? = (det M)

Cas n # 2

On obtient det M = 0 ou 1.

Dans le cas det M = 0, on obtient tr(! M M) = 0 et donc M = O,,.

Dans le cas det M = 1, on obtient ‘M M = I,, et donc M est une matrice
orthogonale de déterminant 1.

Inversement, la matrice nulle et solution de ’équation étudiée et si M est une
matrice orthogonale de déterminant 1 alors

HecomM)M =1I,, ="MM

ce qui donne comM = M sachant M inversible.
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Casn =2
a

PourM—<c d —c

b
d >,0nacomM_ < _b
seulement si, M est de la forme

a —b

b a

> et donc comM = M si, et

Exercice 36 : [énoncé]

a) On sait AB = BA = det(A)I,.

Si rgA = n alors A est inversible donc B aussi et rgB = n.

SirgA =n —1 alors dimker A = 1 et puisque AB = O,,, ImB C ker A puis

rgB < 1.

De plus, la matrice A étant de rang exactement n — 1, elle posséde un mineur non
nul et donc B # O,,. Finalement rgB = 1.

SirgA < n—2 alors tous les mineurs de A sont nuls et donc B = O,, puis rgB = 0.
b) Puisque rgA =n — 1, dimker A = 1 et dimker ‘A = 1.

Il existe donc deux colonnes X et Y non nulles telles que

ker A = VectX et kerA = VectY

Soit M € M,,(K) vérifiant AM = MA = O,,.
Puisque AM = O,,, InM C ker A = VectX et donc on peut écrire par blocs

M=(MX]|...| \X)=XL

avec L=( A1 ... A, .
La relation M A = O,, donne alors X LA = O,, et puisque X # 0, on obtient
LA =0 puis *A*L = 0. Ceci permet alors d’écrire L sous la forme L = \'Y puis
M sous la forme
M =)\X'Y
Inversement une telle matrice vérifie AM = M A = O,, et donc
{M e M,(K)/AM = MA = 0,,} = Vect(X'Y)

Cet espace de solution étant une droite et la matrice B étant un élément non nul
de celle-ci, il est dés lors immédiat d’affirmer que toute matrice C € M,,(K)
vérifiant AC = CA = O,, est nécessairement colinéaire a B.

Exercice 37 : [énoncé]
a) En écrivant la premiére colonne comme somme de deux colonnes on obtient

det M =1—-(-1)"a"

b) Si det M # 0 alors M est inversible et rgM = n.
Si det M = 0 alors M n’est pas inversible donc rgM < n.
Or M possede une matrice extraite de rang n — 1 donc rgM =n — 1.

Finalement )
rgM:{n_l s%—ann
n sinon

Exercice 38 : [énoncé]
a) En sommant toutes les colonnes sur la premiére colonne

1 b --- b
1 a b
det M(a,b) = (a+ (n—1)b)| .
1 a
puis en retirant la premiere ligne au suivante
1 b . b
0 a—0 0
det M(a,b) = (a+ (n — 1)b) . =(a+(n—-1)b)0b—a)*
0 0 a-—0
b) Sia =b=0 alors
rgM(a,b) =0

Sia=10b%#0 alors
rg(M(a,b)) =1

Sia#beta+ (n—1)b#0 alors
rgM(a,b) =n
Sia#beta+ (n—1)b=0 alors
rgM(a,b)=n—1

car M(a,b) posseéde une matrice de rang n — 1 inversible puisque a # b et
a+(n—2)b#0.
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