Structures algébriques

usuelles
Résumeé

2) Produit fini de groupes
Soient (G1,*1),...,(Gnp,*,) des groupes.
— loi produit définie sur le prduit cartésien G; x --- x G, :

(g w s B} F (U - o o0 Uiy = (B0RL Yy 0 o0y Bigg Fois: Ui

Prop :
Si (G1,%*1),...,(Gp,*p) des groupes d’éléments neutres respectifs
€1,...,6n, alors Gy X --- x G, est un groupe de neutre le n-uplet

(61,...,€n).

Il est & noter que :

— st (G1,%1),...,(Gp,*y) sont abéliens alors G x -+ x G, l'est
aussi.

~ L’inverse de (x1,...,2,) est (z1,...,2,) " = (z7' ...,z 1)

3) L’ensemble Z/nZ
Prop :
La congruence = est une relation d’équivalence sur Z.
NB :
— @, la classe d’équivalence de a, est donnée par :

a={a+kn/k e€Z}

a = b[n]
n/a,

SIS
|

b
0<
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Notation :
L’ensemble quotient de Z est noté Z/nZ.

NB :
Z/nZ = {a/a € 7}
Prop :
Z/nZ ={0,...,n—1}
Prop :
a="b|n] a+c=b+d [n]
{czd[n] j{ ac = bd [n]

Deux lci se définissent sur Z/nZ; la somme et le produit :

a+b=a+betaxb=axb

Prop :
(Z/nZ,+) est un groupe abelien de neutre 0, et de cardinal n.

4) Sous-groupes

NB :
{e} et G sont des sous groupes triviaux de G.

Prop :
Un ssgr est aussi un groupe.

Prop :
Les ssgr de (Z,+) sont exactement les nZ avec n € N; ou nZ =

{nk/k € Z}
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Prop :

L’intersection d'une famille de ssgr est un ssgr :

S1 tous les F; sont des ssgr de G, alors ﬂ H; T'est auusi.
el

NB :

la réunion de 2 ssgr n’est en général pas un ssgr. Toutefois, on a :

HU K est un ssgr < (HC K ou K C H)

5) Sous-groupe engendré par une partie
(G,.)sera un groupe.
Déf :
Soit A une partie de G.
Le sous-groupe de G engendré par A es l'intersection de tous les
sous-groupes de G contenant A.
On le note <A>.

NB :
<A>=()H
Hel
ou I ={H ssgr de G/A C H}; 'ensemble des sous-groupes conte-
nant A.
Prop :
<A> est le plus petit sous-groupe de G contenant A.

Vocab :

Si G=<A>., A est dite partie génératrice de G. On dit aussi que G
est engendré par A.

— Ainsi A est une partie génératrice du groupe <A >

Prop :

Soit A une partie d'un groupe (G,.).

Si tout élément de G s’écrit comme produit d’éléments de A alors
A est une partie génératice de G ; cad que G est engendré par A.
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Prop :
Soit a € G.
da}>={a*/k € 7}

Notation et vocabulaire :

Soit ac G.

{a¥/k € Z} se note aussi <a> et s’appelle le sous-groupe engendré
par a.

NB :
Si (G,+) est additif, on a

<a>={ka/k € Z}

Par exemple dans le groupe (Z,4+),on a <n>={kn/k € Z} qui se
note nz.

6) Morphisme de groupes
Deéf :
On appelle morphisme du groupe (G1,7T1) vers le groupe (Ga,T5)
toute application f définie de G vers G vérifiant

Va,y € G, f(zTy) = f(z)Taf(y)

Vocabulaire :

i) Si f est un morphisme de G vers lui-méme, on dit que f est un
endomorphisme de G.

ii) Un morphisme bijectif est dit isomorphisme.

iii) Un endomorphisme bijectif de G est dit automorphisme de G.
iv) Deux groupes sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme
entre eux.
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Prop :

1) La composée de deux morphismes (resp. endomorphismes)(resp.
isomorphismes) est un morphisme (resp. endomorphisme)(resp.
isomorphisme)

2) La réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme.

NB :

(Aut(G),0) est un groupe; ou Aut(G) est I’ensemble des automor-
phismes de G.

Prop

Soit f un morphisme du groupe G vers G’. Soient e et ¢’ les éléments
neutres respectifs. On a :

1) fle)=¢
2) Vz € G, f(z™') = f(z)™
3) Ve e G, Ym € Z, f(x™) = f(x)™

Définition et proposition : (Noyau et image d’'un morphisme)
Soit f un morphisme du groupe G vers G’. Soit €’ I’élément neutre
de G’.

1) Le noyau de f est
ker(f)=f'({}) = {z € G/f(z) = ¢}
2) L'image de f est
Im(f) = f(G) ={f(x)/z € G}

3) Ker(f) et Im(f) sont des sous-groupes resp de G et G’.

Prop :

Soit f un morphisme du groupe G vers G’. Soit e le neutre de G.
1) f est injectif < ker(f) = {e}

2) f est surjectif & Im(f) =G’
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7) Groupes monogeénes. Groupes cycliques
Déf :

i) Un groupe G est dit monogéne s’il existe un élément acG tel
que G=<a>.

a est dit dans ce cas un générateur de G.

ii) Un groupe monogene fini est dit groupe cyclique.

NB :

Tout groupe monogéne est commutatif.
La réciproque est en général fausse :

Clé a retenir :
Soit H un sous-groupe de G. Soit aeG. On a

<a>CH&waeH

Prop :
m est générateur de Z/nZ & mAn =1

Prop :

1) Tout groupe monogéne infini est isomorphe a (Z,+)

2) Tout groupe cyclique de cardinal n est isomorphe a (Z/nZ, +)
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8) Ordre d’un élément
Déf :
Soit (G,.) un groupe de neutre e. Soit a €G.

1) a est dit d’ordre fini si et seulement s’il existe n € N* tel que
@ =

2) Dans ce cas, l'ordre de a est le plus petit entier n € N* vérifiant

a® = e.

Cas d’un groupe additif (G,+) :
1) a est dit d’ordre fini si et seulement §'il existe n € N* tel que
na = 0

2) Dans ce cas, ['ordre de a est le plus petit entier n vérifiant na = 0.

Prop :

Supposons o(a)=n, on a :

1) af =e o n/k

2) a* =d @ n/(k-1) < k=ln]

Prop

Si o(a)=n alors <a>, le sous-groupe engendré par a, est de cardinal
n.

On a précisemment : < a >= {e, a, a? a1}

Prop
Supposons que G est un groupe fini et card(G)=n. Alors on a :

1) Vae G, a"=e
2) Tout ¢lément a de G est d’ordre fini, et on a o(a)/n

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



IT) Structure d’anneau

1) Rappels et compléments de SUP

Calcul dans un anneau :
(A,+,x)un anneau et a,b € A tels que ab=ba. On a :

i. (ab)™ = a™b"

ii. (a+b)" = Z (n) a*b"~* : Binéme de Newton

A
n—1
iii. a™ —b" = (a—b) Zakb"_l_k : Egalité de Bernoulli
k=0

Prop :
(U(A), x), 'ensemble des éléments inversibles de A, est un groupe.

NB :
U(A) se note aussi A*.
U(A) s’appelle le groupe des unités de A.

Prop :
Dans un anneau integre, on a

ab=0< (a=0o0ub=0)

Déf :
a est nilpotent si et ss’il existe n € N* tel que a” =0
L indice de nilpotence de a est le plus petit entier p tel que a? = 0

2) Produit fini d’anneaux
Soient (A, 4+, X),..., (An,+, X) des anneaux.
Considérons les deux lois + et x définies naturellement sur le pro-
duit cartésien A; x --- x A, par

(al,...,an)—l—(bl,...,bn):(a,l—l—bl,...,an—l—bn)
(al,...,an) X (bl,...,bn)z(al Xbl,...,a,nan)
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Prop :

1) (A; x ---x Ay, +, X) est un anneau et que

04,%x.--xA4, = (OAl,...,OAn) et 1a,x.-xA, = (1A1,...,1An)
2) (ay,...,a,) est inversible < aq,...,a, le sont.
Dans ce cas (a1,...,a,)"" = (a; ', ..., a; ")

3) U(Ay X -+ x Ap) = U(A1) X -+ x U(An)

4) En particulier, si (A, 4+, X) est un anneau, alors (A", +, x) l'est
aussl et on

U(A") = (U(A)"

3) Sous-anneaux

Deéf
Soit (A,+,X) un anneau. Soit B une partie de A.
B est dite sous-anneau de A si et ssi

a)l € B
b) Ve,ye Bx—y € B
c)Ve,y € B,x xy € B

Prop :
Un sous-anneau est a son tour un anneau.

4) Morphisme d’anneaux

Déf :

Soit f une application définie d’'un anneau A vers un anneau B.
f est dite morphisme d’anneaux si et ssi

1) f(1)=1

2) Ve,y € A, flz+y) = f(z)+ f(y)

3) Vz,y € A, flzxy)=f(z)x f(y)



Vocabulaire :
1) Un morphisme d’anneaux bijectif est dit isomorphisme d’an-
neaux.

2) Deux anneaux sont dits isomorphes s’il existe un morphisme
d’anneaux entre eux.

Prop :
1) La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme
d’anneaux.

2) La composée de deux isomorphismes d’anneaux est un isomor-
phisme d’anneaux.

3) La réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme
d’anneaux.

Prop :
1) La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme
d’anneaux.

2) La composée de deux isomorphismes d’anneaux est un isomor-
phisme d’anneaux.

3) La réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme
d’anneaux.

Prop :

Soit f un morphisme d’anneaux de A vers B. On a :
1) £(0)=0

2) Ve Avn e N, f(2™) = (f(x))"

3) Ve e AVm € Z, f(mx) = mf(x)

4) Si x € A est inversible alors son image f(x) l'est aussi, et on a

(f(@)~h = fa™)
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5) Noyau et image d’un morphisme d’anneaux

Déf :(noyau et image)
Soit f un morphisme d’anneaux de A vers B.

1) Le noyau de f :
ker(f)={ze€ A/ f(z)=0} = f'{0}
2) L’image de f :

Im(f) ={f(z)/x € A} = f(A)

Prop :
Soit f un morphisme d’anneaux de A vers B. On a :

1) Im(f) est un sous-anneau de B
2) f est injective < ker(f) = {0}
3) f est surjective < Im(f) = B

6) Sous-corps

Déf :
Soit (K,+,x) un corps. Soit B une partie de K.
B est dite sous-corps de K si et ssi

(a) 1€ B
b) Ve,y € B,x —y € B
c)Ve,ye B,x xy € B
| d) Vz € B|{0},z" '€ B

Prop : Un sous-corps est a son tour un corps.
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7) L’anneau Z/nZ

Prop : Soit n > 2.

1) (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif de neutres 0 et 1
2) m est inversible dans Z/nZ < mAn=1

3) (Z/pZ,+, x) est un corps < p est un nombre premier

8) Idéal d’un anneau commutatif
(A, +, x) sera dans ce paragraphe un anneau commutatif de neutre
1.

Déf : Soit I C A.
I est un 7déal de A si et ssi les trois conditions suivantes sont satis-

faites :
1)0el

2)Ve,yel, z+yel
) Veel Vyec A, zxyel

NB :

a) Ve € I, —zx € I (vient de 3))

b) I est un sous-groupe de (A, +)
)

c) {0} et A sont des idéaux de A

Prop :
1) Les idéaux de (Z,+, x) sont les nZ.
2) Soit I un idéal de A. On a

I=A<1ci

3) Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.

4) L’intersection de deux idéaux est un idéal.

5) La somme de deux idéaux est un idéal ; avec la notation naturelle

suivante
I+J={zx+y/xcletyec}
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Prop et déf : Soit a € A.
1) aA = {ax/x € A} est un idéal de A.

2) aA s’appelle l'idéal engendré par a.
3) aA est le plus petit idéal de A contenant a.

9) Divisibilité dans un anneau commutatif intégre
(A, +, x) sera dans ce paragraphe un anneau commutatif intégre.
Déf : Soient a,b € A
1) a dwise b si et ss’il existe ¢ € A tel que b = ca.
2) On note alb

Propriétés immeédiates : Soient a,b,c € A.
1) 1la, ala, al0

2) alb & beaA < bACaA

3) (alb et alc) = a|(b+ c)

4) (alb et blc) = alc

Déf : a et b sont dits associés si et ssi a/b et b/a

Prop : Les assertions suivantes sont équivalentes

1) a et b sont associés
2) aA=0>bA

3) FJueU(A) /a=bu
4) JveU(A) /b=av

NB :
1) L’association est une relation d’équivalence sur A.
2) Soient a,b € Z. On a

a et b sont associés < |a| = |b| & a = +b

3) Soient P,Q € K[X]. On a

P et Q sont associés < INeK*, P=)2Q
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10) Théoréme chinois
Prop :(Théoréme chinois)
SimAn =1 alors Z/mnZ et Z/mZ X Z/nZ sont isomorphes par
I'isomorphisme naturel

Z/mnZ — Z/mZxZ/nZ
E o (k)

11) Indicatrice d’Euler

Déf : (Fonction indicatrice d’Euler)
C’est I'application ¢ : N* — N* définie par

i) —card{{l <&< o f RhE=1})

Prop :
¢(n) est le nombre de générateurs du groupe (Z/nZ,+), et c’est
aussi le nombre d’éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ, +, x).

Prop :
1) mAn=1 = @(mn)=p(m)p(n)
2) o(p") = p"" — p"~1 ofl p un nombre premier et r € N*.

) Sin Hp est la décomposition de n en facteurs premiers
alors p(n) =n H (1——

12) Théoréme d’Euler

Prop : (Théoréme d’Euler)
aAn=1 = ™ =1 [n]

Corollaire :
Soit p un nombre premier. On a :

aZ0[p = a1 =1 [p
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[II) Anneaux de polynémes a une indéterminée

K sera un sous-corps de C, par exemple Q, R ou C
Idéaux de I’anneau K[X]

Prop :
I est un idéal de (K[X],+, x) si et ssi I est de la forme AK|[X]

Prop :

Soit I est un idéal non nul de (K[X], +, x).

1) 1l existe un unique polynéme unitaire Ag tel que I = A K[X].
2) Ag est de degré minimal parmi les polynémes non nuls de 1.

PGCD de deux polynémes

Théoréme et définition :

Soient A et B € K[X] non nuls. Il existe un unique polynéme unitaire
D € K[X] tel que

AK[X]+ BK[X] = DK[X]

D s’appelle le PGCD de A et B, et se note D = AA B

NB :
Supposons D = A A B. On a alors :

DI|A, D|B, et si (C|A,C|B) alors C|D

Prop : D=AAB = (3U,V € K[X] tels que D = AU + BV)
Déf :

A et B sont dits premiers entre eux si et ssi AA B = 1.
Autrement dit :

AK[X] + BK[X] = K[X]
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Prop :
Si a # b alors (X —a) et (X — b) sont premiers entre eux.

Prop :
ANB=1 & 33U,V € K[X] tels que AU + BV =1

Prop : (théoréme de Gauss)
(Al BCet ANB=1)= A|C

Irréductibles de K|[X]|

La définition d'un polynéme irréductible dans K[X] est la méme
que celle vue au sup.

Les polynémes de degré 1 sont irréductibles dans K[ X].
On a de méme encore la décomposition d’un polyndéme non constant
en produit de facteurs irréductibles :

P = aﬁPf
i=1

oul les P; sont unitaires ,irréductibles et distincts deux & deux.
Et que cette décomposition est unique a ordre pres.

On rappelle que les polynomes irréductibles dans C[X]| sont ceux
de degré 1. Et les polynomes irréductibles dans R[X] sont ceux de
degré 1 et ceux de degré 2 a discriminent strictement négatif.

IV) Structure d’algébre

K est un sous-corps de C

1) Algebre

Déf: (A, +, -, x) est une K-algébre si et ssi les conditions suivantes
sont satisfaites :

a) (A,+,-) est un K-espace vectoriel.
b) (A, +, x) est un anneau.

¢) Vrz,y € A, VA, p € K, (Az) x (py) = (Ap)(z X y)
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Exemples usuels d’algébres :
(K[X]7+9'9 X)? (L(E),+,-,O), (MN(K)v_i_:'v X): (F(X,K),—h-, X)

2) Sous-algébre

Déf :
Soit B C A, ou (A, +,-, X) est une algebre.
B est une sous-algébre de A si et ssi

leB
Ve,ye€ B, VAe K, Az +y) e B
Ve,ye B, t xy€e B

Prop :
Toute sous-algebre est une algébre (pour les lois héritées de A)

3) Morphisme d’algébre

Prop :
Soient A et B deux algébres et f : A — B une application.
f est dite morphisme d’algébres si et ssi

f()y=1
Ve, yc A, VA€ K, f(Axz+y) = Af(z) + f(y)
Vz,y € A, f(xz xy)= f(x) x f(y)

Prop :
Soient A et B deux algébres et f : A — B un morphisme d’algébres.

1) Im(f) est une sous-algébre de B.
2) Ker(f) est un idéal de A.

FIN
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