EXERCICES MPSI

‘Espaces Vectoriels et Applications Linéaires

N.B : K désignera R ou C.

Exercice 1

Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels 7
1) A; est Pensemble des polynomes réels P vérifiant P(0)=1.

2) Az est 'ensemble des polyndmes réels ayant a comme racine.

(a € R fixé).
3) As est 'ensemble des polynomes réels ayant au moins une racine réelle.

4) Ay est I'ensemble des polynomes réels de degré 3.

Exercice 2

Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels 7
1) A est Pensemble des suites réelles convergentes vers 1.

Aj est I’ensemble des suites réelles négligeables devant n?

)
3) Ajz est I'ensemble des suites réelles équivalentes a n?.
)

Ay est 'ensemble des suites réelles (uy,)nen vérifiant :
Vn €N, upy1 = du, — 3

5) As est 'ensemble des suites réelles arithmétiques.

6) Ag est 'ensemble des suites réelles géométriques.

Exercice 3

F et G deux parties de I'espaces vectoriel des suites réelles RY définies par :

F = {(un)nen/ Yn € N, upto = tupy1 + 2up}
G= {(un)nEN/ Vn €N, Up42 = lUpt1 — 6un}

1) Montrer que F' et G sont deux plans vectoriels.

2) Montrer que F'N G est une droite vectorielle.

Exercice 4

F la partie de 'espaces vectoriel Ro[X] définie par :

1
Fo{Pe RQ[X]//O P(t)dt = 0}

1. Montrer que F est un sev de Ro[X].

2. Montrer que F est un plan vectoriel
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F = {(21,22,23,74) € K*/z1 +20+23+24 = 0 €t 21 + 229 — w3 +424 = 0}
Montrer que :

1) F est un K-esp vectoriel.

2) F est un plan vectoriel.

Exercice 6

Le complémentaire d’un sev reste-il un sev ?

Exercice 7

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7
1) f:R2 = R; f(z,y) =22 +y— 1.

2) g:R* = R; g(z,y) = zy.
3) h:R® = R; h(z,y,2) =2 —y + 22
4) k:R® = R; k(z,y,2) =z — 2.

Exercice 8

Soient a,b € R. Soit ¢ : R3[X] — R2, P+ p(P) = (P(a), P(b))
1) Montrer que ¢ € L(R3[X],R?).

2) Supposons dans cette question que a = —1 et b = 3.
Déterminer ker(p) et Im(p)

3) Déterminer ker(¢) et Im(yp) dans chacun des cas suivants :
i) Sia#b
ii) Sia="b

Exercice 9

Montrer que les applications ¢ et 1) sont linéaires; ot :
¢ Ro[X] = Ry[X] ; @(P) = P' — (X —2)P
¥ Ry[X]| = Ro[X]; (P)=P— (X —2)F

Notons E = C*°(R,R). Soit ¢ : E — E une application. Montrer que
¢ € L(F) dans chacun des cas suivants :

1) Ve e R, (p(f))() = /0 " f(eyt

2) e R, (p()))(z) = /0 " oy
1

3) Yz e R, (p(f)() = /0 F(t)dt
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Notons E=C®R,R) et p: E—=E; f—p(f)=f"-3f +2f
1) Montrer ¢ € L(E)

2) Déterminer ker(y) et vérifer que c’est un plan vectoriel. ¢ est-il injectif ?

E=C*R,R)et AtE—=E; f—=A(f)=f—Ff
1) Montrer A € L(E)
2) i) Déterminer ker(A). A est-il injectif ?
ii) ker(A) est-il une droite vectorielle ? un plan vectoriel ?

3) Déterminer ker(A?). Est-il une droite vectorielle ? un plan vectoriel ?

C est considéré comme R-espace vectoriel.
Soit u:C—C; z—u(z) =iz — iz

1) Montrer que u € L(C)

2) Déterminer ker(u) et Im(u).

3) i) Calculer u?

ii) En déduire que (Ic + 2u) est inversible, et préciser son inverse.

E un K esp vectoriel et f et g deux endomorphismes de F.
Supposons que f o g = Idg. Montrer que E = ker(f) @ Im(g)

Soient E un K-esp vectoriel et f un endomorphisme de E. Montrer que

f2=0< Im(f) C ker(f)

| Exercice 16|( Utile o retenir)

Soient E, F et G trois K-esp vectoriels. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G) .
Montrer que

gof=0<Im(f) C ker(g)

Soient E un K-esp vectoriel et u et v deux endomorphismes de F vérifiant
UOV=1vou.

Définition : Soient F' un sev de E et f € L(E). F est dit stable par f si et
seulement si : (Yx € F, f(z) € F)
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1. Montrer que ker(v) et I'm(v) sont stables par w.

2. Supposons que E = ker(u) @ ker(v).
Montrer que Im(u) C ker(v) et Im(v) C ker(u)

Soient E un K-esp vectoriel et ¢ une forme linéaire non nulle sur E.
1) Justifier qu’il existe a € E tel que p(a) € K*.
2) Montrer que :

i) ¢ est surjective.

ii) E =vect(a)® ker(y)

Soient E un K-esp vectoriel et f un endomorphisme de E.
1) Montrer les inclusions suivantes (toujours vraies et a retenir) :
i) ker(f) C ker(f?)
i) Im(f2) € Im(f)
2) Montrer les équivalences suivantes :
i) ker(f) = ker(f?) < (Im(f)Nker(f)={0})
i) Im(f?) = Im(f) & E = Im(f)+ ker(f)

Soient E un K-esp vectoriel et f € L(E) vérifiant f3 = f2 + f.
Montrer que E = ker(f) @ Im(f).
Indices : Noter que :

follp+f=1?) =0 et que (Ve € B, & = (a+ f(x) = () + (S*(2) - f(x)))

Soient £ un K-esp vectoriel et u € L(E) vérifiant u? — 5u + 6Idg = 0.
1) Montrer que u est inversible et préciser son inverse u~!.
2) Montrer les deux inclusions suivantes :
i) Im(u—3Idg) C ker(u — 21dg)
ii) Im(u—2Idg) C ker(u — 31dg)
3) i) Montrer que Idg est combinaison linéaire de (u—3Idg) et (u—2Idg).
ii) En déduire que E = Im(u — 3Idg) & Im(u — 2Idg)
4) Montrer que E = ker(u — 3Idg) ® ker(u — 21dg)
5) Notons p = (3Idg — u), ¢ = (u — 2Idg).
i) Montrer que u est combinaison linéaire de p et q.

ii) Montrer que p et ¢ sont deux projecteurs qui commutent.
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iii) Simplifier p*, pour tout k € N.

iv) En déduire u”. Donner-la comme combinaison linéaire de u et Idg.
(n € N fixé)

6) Application :
Considérons f € L(R?) défini par :f(z,y) = (47 — 2y, x + ¥).
i) Calculer (f2 —5f 4 6Idg2).
ii) En déduire f"(z,y), pour tout n € N et tout (z,y) € R

iii) Considérons les suites réelles (u,) et (v,) définies par :

Up+1 = 4dup —2v,

up =1, vg=—1) et Vn € N,
(O 0 ) {Un+1 = Up + Uy

Déterminer le terme général de chacune des suites (up)nen €t (Vn)neN

Dans chacun des cas suivants, montrer que F' et G sont deux sev de F, puis
que E=FaG.
1) E=R", F={(z1,....,zn) € R"/z1 + ... + 5, =0} et
G={(z1,....zp) ER"/21 = ... = 2}
2) E=DR,R). F={f¢eE/f(0)=f(0)=0}
G l'ensemble des fonctions affines.
Rappel : Une fonction affine est de forme f : z +— ax+b 00 a,b € R fixés.

3) E=R[X].F={PeR[X]|/P(1)=P(2) =0} .G =Ry[X].

E = {(tun)neny €RY / ¥n €N, Upi2 — Upi1 — 2u, = 0}.
F = {(tun)neny €RY / V¥n €N, upi1 + u, = 0}.

G = {(un)ney €RY / ¥n €N, uyi1 — 2u, = 0}.

Montrer que F' et G sont deux sev supplémentaires de F.

Soit g : R3 — R3, (z,5,2) — g(z,y,2) = (x + 2,y + 2,0).
Montrer que g est un projecteur de R? et trouver sa base et sa direction

€1 = (la 0, 0)
Notons E = R3, F = vect(e1, e3) et G = vect(e3); on { e = (1,1,0)
€3 = (17 73)

1) Montrer que E=F & G
2) Déterminer p(x,y, z); ol p est le projecteur sur F' parallélement a G.

3) Déterminer aussi s(z,y, z); ol s est la symétrie par rapport a F' parallé-
lement a G.
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On considére C en tant que R-espace vectoriel.
Considérons I'application f: C — C, z +— f(z) = %z + 5%

1) Montrer que f € L(C).
2) Montrer que f est un projecteur de C.

3) Déterminer ses éléments caractéristiques. Vérifier sa bases et sa direction
sont des droites vectorielles.

E = RE. Considérons I'application S : E — E. qui associe & chaque fonction
f € E la fonction S(f) définie par : (Vz € R, S(f)(z) = f(1 —x))
Montrer que S est une symétrie vectorielle de F.

| Exercice 28 |(classique)

Soit £ un K-esp vectoriel.
Soient p et ¢ deux projecteurs de E vérifiant (pg = gp = 0).
Soient « et 8 deux scalaires fixés. Posons f = ap + fq.

1) Expliciter p™ et ¢™ pour tout n € N.

2) En déduire f™, ot n € N*. Donner I'expression en fonction de p et g.

P désigne ’ensemble des projecteurs de F, ol on définit la relation < par :

p=q < (pg=qp=n)

Montrer qu’il s’agit d’'une relation d’ordre sur P
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