Travaillez ce qui est marqué
La solution est en bas

EXERCICES MPSI

‘Espaces Vectoriels et Applications Linéaires

N.B : K désignera R ou C.

Exercice 1

Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels 7
1) A; est Pensemble des polynomes réels P vérifiant P(0)=1.

2) Az est 'ensemble des polyndmes réels ayant a comme racine.

(a € R fixé).
3) As est 'ensemble des polynomes réels ayant au moins une racine réelle.

4) Ay est I'ensemble des polynomes réels de degré 3.

Exercice 2

Les ensembles suivants sont-ils des R-espaces vectoriels 7
1) A est Pensemble des suites réelles convergentes vers 1.

2) Aj est I'ensemble des suites réelles négligeables devant n?

)
3) Ajz est I'ensemble des suites réelles équivalentes a n?.
)

4) Ay est I'ensemble des suites réelles (uy,)pen vérifiant :
Vn €N, upy1 = du, — 3

5) As est 'ensemble des suites réelles arithmétiques.

6) Ag est 'ensemble des suites réelles géométriques.

Exercice 3

F et G deux parties de I'espaces vectoriel des suites réelles RY définies par :

F = {(un)nen/ Yn € N, upto = tupy1 + 2up}
G= {(un)nEN/ Vn €N, Up42 = lUpt1 — 6un}

1) Montrer que F' et G sont deux plans vectoriels.

2) Montrer que F'N G est une droite vectorielle.

Exercice 4

F la partie de 'espaces vectoriel Ro[X] définie par :

1
Fo{Pe RQ[X]//O P(t)dt = 0}

1. Montrer que F est un sev de Ro[X].

2. Montrer que F est un plan vectoriel
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EXERCICES MPSI

F = {(21,22,23,74) € K*/z1 +20+23+24 = 0 €t 21 + 229 — w3 +424 = 0}
Montrer que :

1) F est un K-esp vectoriel.

2) F est un plan vectoriel.

Exercice 6

Le complémentaire d’un sev reste-il un sev ?

Exercice 7

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7
1) f:R2 = R; f(z,y) =22 +y— 1.

2) g:R* = R; g(z,y) = zy.
3) h:R® = R; h(z,y,2) =2 —y + 22
4) k:R® = R; k(z,y,2) =z — 2.

Exercice 8

Soient a,b € R. Soit ¢ : R3[X] — R2, P+ p(P) = (P(a), P(b))
1) Montrer que ¢ € L(R3[X],R?).

2) Supposons dans cette question que a = —1 et b = 3.
Déterminer ker(p) et Im(p)

3) Déterminer ker(¢) et Im(yp) dans chacun des cas suivants :
i) Sia#b
ii) Sia="b

Exercice 9

Montrer que les applications ¢ et 1) sont linéaires; ot :
¢ Ro[X] = Ry[X] ; @(P) = P' — (X —2)P
¥ Ry[X]| = Ro[X]; (P)=P— (X —2)F

Notons E = C*°(R,R). Soit ¢ : E — E une application. Montrer que
¢ € L(F) dans chacun des cas suivants :

1) Ve e R, (p(f))() = /0 " f(eyt

2) e R, (p()))(z) = /0 " oy
1

3) Yz e R, (p(f)() = /0 F(t)dt
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EXERCICES MPSI

Notons E=C®R,R) et p: E—=E; f—=o(f)=f"=3f +2f
1) Montrer ¢ € L(E)

2) Déterminer ker(y) et vérifer que c’est un plan vectoriel. ¢ est-il injectif ?

E=C*R,R)et AtE—=E; f—=A(f)=f—Ff
1) Montrer A € L(E)
2) i) Déterminer ker(A). A est-il injectif ?
ii) ker(A) est-il une droite vectorielle ? un plan vectoriel ?

3) Déterminer ker(A?). Est-il une droite vectorielle ? un plan vectoriel ?

C est considéré comme R-espace vectoriel.
Soit u:C—C; z—u(z) =iz — iz

1) Montrer que u € L(C)

2) Déterminer ker(u) et Im(u).

3) i) Calculer u?

ii) En déduire que (Ic + 2u) est inversible, et préciser son inverse.

E un K esp vectoriel et f et g deux endomorphismes de F.
Supposons que f o g = Idg. Montrer que E = ker(f) @ Im(g)

Soient E un K-esp vectoriel et f un endomorphisme de E. Montrer que

f2=0< Im(f) C ker(f)

|Exercice 16 |( Utile o retenir)

Soient F, F et G trois K-esp vectoriels. Soient f € L(E, F) et g € L(F,G) .
Montrer que

gof=0<Im(f) C ker(g)

Soient E un K-esp vectoriel et u et v deux endomorphismes de F vérifiant
UOV=1vou.

Définition : Soient F' un sev de E et f € L(E). F est dit stable par f si et
seulement si : (Yx € F, f(z) € F)
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1. Montrer que ker(v) et I'm(v) sont stables par w.

2. Supposons que E = ker(u) @ ker(v).
Montrer que Im(u) C ker(v) et Im(v) C ker(u)

Soient E un K-esp vectoriel et ¢ une forme linéaire non nulle sur E.
1) Justifier qu’il existe a € E tel que p(a) € K*.
2) Montrer que :

i) ¢ est surjective.

ii) E =vect(a)® ker(y)

Soient E un K-esp vectoriel et f un endomorphisme de E.
1) Montrer les inclusions suivantes (toujours vraies et a retenir) :
i) ker(f) C ker(f?)
i) Im(f2) € Im(f)
2) Montrer les équivalences suivantes :
i) ker(f) = ker(f?) < (Im(f)Nker(f)={0})
i) Im(f?) = Im(f) & E = Im(f)+ ker(f)

Soient E un K-esp vectoriel et f € L(E) vérifiant f3 = f2 + f.
Montrer que E = ker(f) @ Im(f).
Indices : Noter que :

follp+f=1?) =0 et que (Ve € B, & = (a+ f(x) = () + (S*(2) - f(x)))

Soient £ un K-esp vectoriel et u € L(E) vérifiant u? — 5u + 6Idg = 0.
1) Montrer que u est inversible et préciser son inverse u~!.
2) Montrer les deux inclusions suivantes :
i) Im(u—3Idg) C ker(u — 21dg)
ii) Im(u—2Idg) C ker(u — 31dg)
3) i) Montrer que Idg est combinaison linéaire de (u—3Idg) et (u—2Idg).
ii) En déduire que E = Im(u — 3Idg) & Im(u — 2Idg)
4) Montrer que E = ker(u — 3Idg) ® ker(u — 21dg)
5) Notons p = (3Idg — u), ¢ = (u — 2Idg).
i) Montrer que u est combinaison linéaire de p et q.

ii) Montrer que p et ¢ sont deux projecteurs qui commutent.
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iii) Simplifier p*, pour tout k € N.

iv) En déduire u”. Donner-la comme combinaison linéaire de u et Idg.
(n € N fixé)

6) Application :
Considérons f € L(R?) défini par :f(z,y) = (47 — 2y, x + ¥).
i) Calculer (f2 —5f 4 6Idg2).
ii) En déduire f"(z,y), pour tout n € N et tout (z,y) € R

iii) Considérons les suites réelles (u,) et (v,) définies par :

Up+1 = 4dup —2v,

up =1, vg=—1) et Vn € N,
(O 0 ) {Un+1 = Up + Uy

Déterminer le terme général de chacune des suites (up)nen €t (Vn)neN

Dans chacun des cas suivants, montrer que F' et G sont deux sev de F, puis
que E=FaG.
1) E=R", F={(z1,....,zn) € R"/z1 + ... + 5, =0} et
G={(z1,....zp) ER"/21 = ... = 2}
2) E=DR,R). F={f¢eE/f(0)=f(0)=0}
G l'ensemble des fonctions affines.
Rappel : Une fonction affine est de forme f : z +— ax+b 00 a,b € R fixés.

3) E=R[X].F={PeR[X]|/P(1)=P(2) =0} .G =Ry[X].

E = {(tun)neny €RY / ¥n €N, Upi2 — Upi1 — 2u, = 0}.
F = {(tun)neny €RY / V¥n €N, upi1 + u, = 0}.

G = {(un)ney €RY / ¥n €N, uyi1 — 2u, = 0}.

Montrer que F' et G sont deux sev supplémentaires de F.

Soit g : R3 — R3, (z,5,2) — g(z,y,2) = (x + 2,y + 2,0).
Montrer que g est un projecteur de R? et trouver sa base et sa direction

€1 = (la 0, 0)
Notons E = R3, F = vect(e1, e3) et G = vect(e3); on { e = (1,1,0)
€3 = (17 73)

1) Montrer que E=F & G
2) Déterminer p(x,y, z); ol p est le projecteur sur F' parallélement a G.

3) Déterminer aussi s(z,y, z); ol s est la symétrie par rapport a F' parallé-
lement a G.
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On considére C en tant que R-espace vectoriel.
Considérons I'application f: C — C, z — f(z) = %z + 5%

1) Montrer que f € L(C).
2) Montrer que f est un projecteur de C.

3) Déterminer ses éléments caractéristiques. Vérifier sa bases et sa direction
sont des droites vectorielles.

E = R¥. Considérons I'application S : E — E. qui associe & chaque fonction
f € E la fonction S(f) définie par : (Vz € R, S(f)(z) = f(1 —x))
Montrer que S est une symétrie vectorielle de F.

| Exercice 28 |(classique)

Soit £ un K-esp vectoriel.
Soient p et ¢ deux projecteurs de E vérifiant (pg = gp = 0).
Soient « et 8 deux scalaires fixés. Posons f = ap + fq.

1) Expliciter p™ et ¢™ pour tout n € N.

2) En déduire f™, ot n € N*. Donner I'expression en fonction de p et g.

P désigne ’ensemble des projecteurs de F, ou on définit la relation < par :

p=q < (pg=qp=n)

Montrer qu’il s’agit d’'une relation d’ordre sur P

Pr.ELAMIRI 6/ 6 www.iamateacher.org



Toldan Jetaille:
Cx 1

—— fike /OméJﬂd&mWWA{dem

e e | REXD) v wam

d
1) Yec Ay <'-:1> Adle)= 1

Sob ® [ plign el . O & Ax Cac O(S) =0 42 -
(D\U& A s A\ ‘QC’O LW /}o\}dﬁ\p\{‘fﬁd

/

2y ¢ ﬁaé}:‘) Vilgpao

A) O€ AI?
NotesS G e gatu wal O Qo Gr Pl 2o

w) Sner Po@ ¢ A,

(?\Pi@\é/qa
C/( : 742\ R e L\ (O

18 tq B R T i
O {X s Ma (L icn 2



9 \@C\/
(DL‘}\ 7AVL§ M‘u\f?aow/y AP >

dm& N e} ’? g oM \Q\._  4p \C !

G alagh puss rS’re NBC /. G Al
%K(/ AP i
<%_—>Rr;t MO S
4)(\)\')4#‘4- /a‘.,?’ - s
F - - (O)“ ¢Ai i o YmC C W~
Zdﬁfhﬁ‘*}q“ ‘/L_?qo w Aoy A, D - dame
D o g MK
4)0-"7 \JWN \Q.—-—... (;j'\.f::_.(4> uﬁqg(v\‘:’\
-2) (V-J) € 74-'! < ° | iﬂtéénﬂ’\:
A (h M A0 de \R |

N(o) ¢ As C & =

K Senead (U) o () € A
St N\ ¢ IN-
/V;[‘fm. @-(Un) A‘-('\M\ c As.
(Dhu. U = O((\V\‘?BX —> (AU* _\_“oﬁ\ — QCV\ ’)
'\pwr: D\ (])\Q:R (\(U“\*Eﬂ“\ c AL



= b
%) Ur\wé /ﬂff-b <47 W o /\/V\L

VN— {0~

A’B L *"ﬂ’IP > Un IV e {QN Cn cA{a‘
(O)GIEA; Cer 0(>[//l e ...___0#_4_

VI—Q_%V\
i N

Dy 745(14 (zr(r?eo Un A9 de (R
HIvw) € A, &= c’{_;()dném/, c{m..‘?c/.\__3)

O)£7417 5 Q“W\
Notes (0, Lodrte walle ; (Maery 9, = o)

(@\éﬁq <dc{/7 (&h\er\f. Qu = 6'«9 i 5)

D

ﬁ)(%lﬂé“\/[ O = -—3}

' Q (Jw evl~ AR
D (@u\ éﬂ"\l AWQ/: @
Jde (R

Bl 4, </? (U et dmade M"‘L\NW
‘<______7 (SF\QQ W€t Uy — Y .-.f‘k}

Ag r ur B A:‘e«-\Q\ L~ Al
‘E-') {O)QAS S A VA E (@a\ Lo At malle s
O s (&&“G(Nr vaGOLT O\

\Va'a Ve

g, L cde




i) Svuk (Vb (9)e Ag
S ol XEme

/'/L(gf’“ %(Un)—{—('\ﬂu)éAs 2

Gad - (20 e AP e PUyetO ) (A1) =0

Uit LG — R
Sowk v ek v EIR Ll Que 2 Yrew, i«ﬂw_ﬂ?u :

_SMV\UN., Owna

5 A AU 2 — (Mt = (AAEA)

CQRFED ? - ORch' lniwd /
G@) (U.\\ c /46 <:_7(Uu~) ot O it ?Wch?hg




1) AL) (U.ﬂé P — (k}\nélﬂ\/; Unie = Y, -V-Z\),.\

QEC) }_12 =+ 2 ;. (L bk oo dsdidtim)
'34[0(} {c:_ —#d\m-:. Cﬁgnéfo.q Q\e(\}v\\ e
- A2 LB (_nwI yon Abe¥

s £ Jae) T AR
== b \fcr//’( G{W ; ("‘4'{‘ )

(2 o (=) me b~ Clatvement pos Wl aircs
9 (Fot e el
N

) ore:) ) Y House G Vet (Q-Z \ ] (3“) )ﬁc

2<=::7 (Uv\\ C—F* et (Uﬂ\ é@

e d = U, 1 &350,
2 L G o
s = St - 6 V]

55 Una 2 — (-)vwc\ A< Un [ 584 c~\-:t.'u\
A % ey Sew

O '::quv\,\-l-—‘guﬂ %.N\Qm

L= e iu“” = Ut £ 2\U .
Qe WW\(’%’
Uw\-\ - ’2(}"\{&(&.{1 L2 )

J



i Awot< %W.,,@y ve
4__7 %\(\Jm\é\hd/ (@\\M i 3
\Un) € Nedr Qz"‘)ﬂ X

Lf Pe £ (ﬁfj}"’#)a%:o

1) &) 0€F !

Co 9 [e PQﬁyn nd ole W\Aﬁ’a.
7 — Gc o
@“‘] wrﬂo":o oy

S A TR Hes i
a%a;m; (MLF@)G‘—\ ST
@b\c\ / __(A P +@(+\>d4\: A P dit (R &I

Q

O

Dot @98\ 6T =0



&
-
C
X+
),:_.a
P (x

?o,ssuo

o

@ Omna

?612:[1{2\
9:1— 1\4 G
il il

O
'PGH dt
Fles f
@




’l/l/( %A A (Mﬂ-(ﬂ,u %%.«'XL,\—\- ('-a,fg_\"‘)“\as\\g '-t\ GF

(ol T @\m"ﬂﬂ'l M), [ ANggy , DNy, JET
Ovas [ Nnaane) + Dowedo)s (205425) A Mct9) —

N (e CA R T PO T

’cfjl PG Mk ;

(Nn"' 9 )+2 (Rt =S (Mg aga) (/\"‘q"rﬂﬂ e




<:7 B e (MB + 2N
& Mﬁ\:‘_“ "\fng 550 3')4(_{

<"""7("“f—f”'u“3| "'Ll) = 6_6713_9%%( I R, "
\
< 7(”” MG =Ny -5, 44, 0)+W, (23 0 1)

ol .
<:' (mirﬂilmglml-f\ é\/‘{d’((*'\-\l('{( i| 0\ / (‘2(#3(‘0[‘:’)

g g

:dexl Ff-_;-_\/«ed’((_-\_\ﬁui‘o\ /(Q.M
L’/’__

8'(((-—- Wi2.0), (2,=3012))Lae

Dgen Q—‘w Un o vectort]

N e A

®

M VAN
S@\lr“ A el ot .

’r e/ P uwn AN Oe &= Ccfoéﬁ/

CM%%(Q(”M\\ 06(’42\ |
44 & ARl =



2") 'f\ /&M("W‘L A% %J’
S&kfmt (-ﬂt'y,%:> J(X‘U ,2) QIQ
ok NéIK.
OA/M o 71+ 2) = Ay 2)+hlrg2)
'ﬁ‘(>‘ (g ) frleg 19_")::..’6\(&%+1‘\R'9—&‘3 | ?\1&9\)
o (>\’7\+14'.) (?\‘949).&-2() g,.c.g._)
= A= 22 (ogle2 )
? %W ’“*‘\‘a‘f?—\/
QV\R'&
ﬁ (>"("'“?'ﬂ+ﬁ“*‘ﬂlﬁ_')‘);h(am +1‘\A“3«e‘g‘| ?\Q\*‘rgl)

X046 10

/ )
1) Sgeal fvff?gf-:_. 2

Sok A b, M e LA(+9) = 2 1E) +€G)
U A sk de e e R P(f+9) (») ~/\c((;)(x)+‘f( ) ()

(o welR . Onar 2
L (3feg) (v) = / (Agfﬁ# %@C«Fﬂoﬁ %L@&fﬁ
2\ Coloua dur #) = AW ~ YRR/

(9 FD



(3’:‘)59«1«% ol v

Sok Ne b, W Jue LA+ = AU +4G)
0l Aok de i Gues e R ({49) (2) = NG ) +1g) )
ok welR . Onay

@ ﬁ-— jEA FORION Y
L WG

o jic)&l
. [ {&)dt + | 20 =
5 SN

= () ()

% xerke 141 (-7~ '3({,_[_’\29
7o) Sork {4 9€E . SebAER,
M Gu Y(A{+9) = ”A 6.9 W’(?)

@«1 %(M+@\ :(M*j) — 3(%f+?)+2(%‘*?)
- (M) 3O eg) 42082
ST (e AFEE i iR )

i 1 ¢ “ﬁé\k“
‘ - WG 4+ Q) oD
20) a ) Rec(f) = L
be () <} {e C (ki) /4 §) =

{6 k(@) > - 3Fe2f=0
(E_c): . S o 50\6 m“{@@“@ '




by iR

/{“)Seiwf ,{4—‘?65. Sod- A € R.
N gus AlAL+9) = 'AA%;B —&)A (9)
A (Meg) = dg) —( 2]
(OnG ( _ ()zvl_%?l)__ (%g {7)
- N({'—¢) +(9'—9
= A A + 2Q) [caeD

- ci.) ﬁef(&\q? -[\A'J(@—\
bl &) 2346 B/ §'—{=o ]

'ﬁ_e((A) dlz,@ff,\?/ ¢ e it 4 Q'Ca(m C&I\’éﬁ ‘ﬁ‘-—‘j—:’o
Je dslaton genenale /94 = Ce™,y ol CelR

Ase Gl Fere )

A nletr Mﬁ@) Car ter(A) £40Y
N\) ée((A - \/ed/(@% ) e x> o ol per nalle
AL ’ﬁe;( A) e Une ol ratde VICM¢
) ) R AT =7 AR
ﬁefr(AlT ':)2 {cé_/ Aj\(‘{) ":OB (
Ll onas A =AAQN = A L) =({14)-(0
A 71— 24"+ 4




ha [K) =5 (es /1" 24/ ] _...o‘;
[ o Z/M)mg e dotutions de /,.?Wa d;#7fi)ﬁijj

(E) " 2h+

O v, 1
;fM LA ¢ eme(a\ zW‘ ta("‘) ’;746%%-?7“(2« |

ﬁer(AJ\ lLA @_\_5«;/74,,&6"(@5

) ﬁ“‘/(A\ \fé'C/’Ce  Ae )
fJ om( ZMM! el 4 fr(eq[ Mﬂnmmcn(*

TM fod A7) ol o @
’%xaa‘a 1D Gosis?

_Sawt- 2 d42led. 5#%6/2

7« M A%a—%’ — A /a(«%)%'“@’)
(D242 )= i (A2e2!) _ A @a+—1f)
A2 4i2_A(h.Z2) v

- >\"IQ: J(m%' o~ >\a - 72' (— r-”'l\\

= MR AR) s (UG

r\(ﬁ_’&(\%}) — m()
. @ﬁ(_%j:’“w) CQFD

e T L wlm) = QLM(Q-J /z2e C \I
{AL("X *\"’3'\3 /'7[\")@\({1]



%)/i) AN :7.
St z2ec €. Ona s N - _

22 A (2 A Z) s 242 2 2 0
|
@@* /{.f':@

dm}%(j:tﬁ AR M\&V{f ,r:vx\;dq{:;\e

%mdé/ﬂ-f @M /Qﬁ:l,cé_
A —————
i’“) w/ﬂ c Kw(’é] mim(@) - ))D\]

ok e Keel§)  VEm(9) q%-?uc K =O-

“16‘[4(({%) —> jfl):o
-9.))

b e Tm(2) f-,_—_-_7@«tcé_( * =4 (€
?@’w 1) = (9081) =({ 2 §0€) = €

— = ‘ @l’_ ‘ C A= (0').-;0
ak"é(rﬂ:—o - t-o ; olm 7 _’_/;&FD



2% B-ledl) + ()’
Solt €L .
D ireminens Ape Kelf) & 2 ETnlg)
H UL ?Mc X =A1 +A2
wanmﬂ/ﬁﬂ/\ a“ﬁ/ﬂ‘ﬁk.—-—- /44714401?_(: :
%/Uf;:gfaiﬂ Dle XA C{eo—[\’jf Ag L7

M =M1 4Ng *::.7 fj(ot) — _:i (Ma) "f"/("’f.z) ({%él‘m)
= 1= J

& W € Tmlg) =(BeE g = 404))
’70/9'() i(}t): {(’Y‘z) m/@tﬂ% g(’“} = ﬁ/?({“)
—=> 4@ =t (Caf 593 *"‘"TCJE)




‘ 7@7"‘5 A "‘“’)
<=7 ng f%)(*‘ {2:()5)
e Y & _‘
Z((?‘??% GC{LM (1) e{icr(ﬂ éfmfﬁ ﬂ{()/"@b

o> (FLg) CKeeld

Tal{ls l[éﬁ Aﬁt\

‘%waai’r’ oo

1) &) Re (V) - Aable foh AL - Evnedlel:
C ok e ted). ﬂ%?‘le /(AG\ ) € KedY) 2o

@Ma ’\9 M(\\)\ Q\?OM)(‘A G{Ao\,‘)\ﬁ M(m-)‘;?f




M) Ty (V) «f Ahakle foh A4 Eviedlel:
Cok w€Tm (V). A Gue @) E1m(Y) -

@Ma fxéfl.—w\(\a) :7(2‘Eé€( P f-:’\?('é\>

= uln) = M
:) M(')ﬂ =f‘\9(,0((é'\\ (aC M\QSVM)

Tl ’\9(M(—E\\ € Lfy), Ghos M
2°) SWMME’“J Gune \E = Rein) @ﬁef(\?)
) Mﬁﬂ't T () C 9 ) 2
Qo= % é Lm(u) . q/%«?/w( Téﬁ“’(‘?) .
x e Tof ) = DECE A= A8
Dontee qort | gmn £ 6 € whectl) D hor (9
-3, @Gsﬁ_]i—k\ eﬁg(u\xﬁm (’\9)) t =ty ’E‘:EL)
=

T )= ) - u) = M)

o P o, ales (BT, L@ o)
=> @Aé/{r &t{(a\é /K*)
2y &) M guc L ek gt
t ' M gul A e - de A € E AL gme PH) =N

WA — —)—-}—- . (0 o2
© & {(a) e 1@ o]




D kminens g € Vet &) =My & Kl €) Lol
CP&(: M = Nqg Ay

Ohebnse 2 Sppoos Llexirboc de Mawg,
'7(4_-@ \ffd’(ﬂ) *:>C?g >\€ h{\\ rxi: %6\3 —O
ek A=A, 4% t}“@ﬂ = ¢(Aa) +L00)







X omake 45

10) 2) keeld) CTheelf) 7
Gk a6 Rerld) - /7?“( ~ 6 K (1 )
QAG?‘ 76&‘{%\ =7 {(?l) =R
= z({(ﬂ):o
D =7

" xekbel’)
) Twl{d) c ‘J_ivm(f;)é «ld

59:1:* %FTmff<)~ 4 <= %érj:h«(g)*
One  %eTalf) =5 DECE) (= 1760

90) ) (=D = x=1(#0) G‘_I"‘(éy
s Ome Bef) =tecl{?).
201 aq que L m(p] Aeclf) =301 ¢




) Sepprten gpe Tud) ) eerld) =20
M que Bec[f) e (7))
Y inchwion Dorl) C bt wh vione (1)
W g be{{?) CEAP)

Sedt e ({2 A e méﬁv[ﬂ

’ﬂéé’-"((’g‘!) — ff( (fa\\ =0
__,:__>> (i) ¢ Kefl)

D ek ?w*-» (%) €ImE)
Al e Tmd) ) el
- (*) = O z‘@fﬂ(@ Oﬁ"/{);fog

Cod NE H) caFD

:é ) QUK Zme. /\E_: Tml{] badt) 3
Sk W e . DA s Xg € Tnlf) e G e et




v & AE E( ,o/emc Zf{ﬁ)é’jm(“
= ;g(’ﬂ I~ Im(ﬁz) ((ﬁ/j:"“(() r:_IW[/&D

__:_7@{ GE, 4[1):((2(’6)3
2w {61 — 4 =0

% AA;(fufr;i"" §i; (a'z) C "_’[Lf@ (o '\ré“f l-e}e(d/fn)
(W(Q*-L’lt{wj ?M‘Q :rM(‘@ C,CI;A(4A)2
WEeL (| = ?(%'éc‘:gf n(:f/(ﬁ\)

— Tm(§) 4t -
)&Ec ; (4)+ &7@({1&& eiﬂj}x%ﬂﬂ,ﬁf_fﬁ{{>

VWor  x= 10 = Jta) &
::7 M — Pfééi")
(OR {LGIM(”( CLW(’BZ@EI"(?L:'{(&\)

i A=) KTl ey
M




’%mc:c“eo z:'{i{

{o(T,+4-4)=0
1)1//{7% /(erg)ﬂ’_z;/dg}g%o} : )
Se;(* AU E /(cf“) /7__7:1.,.%) q/%?}ﬂ Y=0O

@na € ée(&) — T C{?(’T) =
66 qézm(f} :7(£{€E(’X:,{('é\)

NeTror s

(! '—‘-f-@é:-_) 14 (€] =££§)—rf(f)

Do ['XaO/C&FD
'Z)’I/M‘}“ Ea'écrfﬂ +T;%7i
55:/(’ 6.’/&15 X E k. @EAC/‘\:MH&&J ')(iééw{é)oé 9({ th(ﬁ

ﬂjcfmci A = Ay N o

Qe o = (ot 04

N N
Y\Q"IWS._.\Q qki W"\t %1_

E? 11(”"*4(") = 'é(’f(x)—-ﬁ‘) §jm(ﬂ)}

Reke & \/c//_ff;& G np € Baeld)
(One 40a) = f (wtfni—f 6)
= § (e + %))
;@ O(I£+{P’6‘9)(m)

\/’_\/\/

— O

dﬁﬂft\j@"ﬂ-) =7 C@ (':D




. i
29) 3) " Lw( "/‘-——37‘%) C torl U—2Td)
S&«} 2 FTM(M-—% IAE) Y/ ?M{ Mééﬂ/[dﬁ{fg\.'
WETLwnls—3T4,) =>@7t 6E | =(u—3T4) @)3

“Chovas (2T ) = (w XTd) =T ()
= QA 56 Td) (&) =0)

0
M') 6’:-”( 0\\"1(/—\/' ™ R
D (NG 3¢ dPrmmccr Sob D el e 9

N Tzl o T




i) E = Tulul YD) Tulu_ 234g) ?

A) Tnla = 334 ) Tl u— 22de) {0y

Sor A€ T[4 —3Tdg) N To(U—2T3g) -

M qme A =0«
TS - TRE)

> 2T () o o) =2

B E = Luluw-3 TAE) A n 2T ) 7
. T
Sok M & &« DA mnems e € Tom (-3 Tdg!

@V\G\ Idg o .-(M--gréf\-\- (ik-—-lp.l\dE)
= U = — @—214@(”*(@&?;\\@
W S

CTw(M-23Td)  €Im(u—14
H‘O) ;L) (l’((((“u—-— 3 I’JE) m Xg((M___ ,ZT,:{E) :)j Ob E)

Benme Olous ) i /B)
/uJ\ST_s«l' rece/
\ 2

- ngfa"?:{ éﬁf(ﬂ—glﬂt7
’Lﬁt"\( N = AN

\/_’\_/J\




7°) PO — Mot G=(mt- 2T - .
4:,)(7/ /J,ﬂ’ﬁ%// é’MW - O((U“J ,,a(e c{e—k/'mmfa(a/!/

Pé-‘/K el s ,c(..:azf;_;./%ﬁ .h
M:"’Z/?"f}l 7<’-‘-7 IN< A [32355 .._u)—|—/B(/,(_,2:[d€)
=> M r_:C} o?_._Z)})Ic{g _f_(_.. A +-P)M
hcﬂ de Y owag o’(ek?_) \;L’;;d\&d\ %%4_2,3: O

_ol4p=1

On nisen G dggiane o1 hemuse [Gud 4P =3 |
«w

o 5
M) 74) ﬂcd—aa/ __
9,5 /r‘*‘w’“*“s%

= 9—_’:’5{ _buw —t—/t/ll (Cw ,Me/V'SI:LE.@Mmu_\M;,)
= ITdp— bu & (FM—6Td)
:(%'IAE _M)
= \9 “

B) 9 AR¢ c-Laf?Q?m; D

D 39=11"
(. pq = (3Tdp— ) (42 )= Af#;,,__@@
£t e qreoy 3=t [
P'=Tdg
7} i | /
(VR4 = i [fecle 6 Semoueer PMMM&)
) Seknen, wt =7

2
U SV b=

Mw om (*’7"+367‘>h w\-/:{ gu?\w("-a#;]m? SeS
y & & “ $ 'V\Qr:nc e NM'
) &Zﬁo G @) 9 /,cf? 2p) j/(v CD-’E:NHA






() {5+ D0 ¢ @A aD
Seok (w'g)é(ﬂz, e
{2() =§({6w)) = 4= 20%0)
= (4l )< & (ny)  (Lo-2g) "f(r"“f"))
T = (14— 109, 57=1)
T el =g+ )= o =(00)) e
M) Sg;(-flé{f\/, g'%uﬂ ::_.—:? , ’
@f?ﬁ,; 5)N) | owa z"',:__(g"___,z"‘)(;u(.f.?vﬁ-é )23"24
@(84} ,{%‘3) = ('3“___2“){(1(3}\-(_—& %"—a-%-z‘) ()
_ (3 2")(tn2g 19) (2.3 3.2 (20

;{ M(M‘U) = <(-?. 3 2“) W 2(51’-2“) Y, /(9;\-—— '2“)"("'(" ERS éj) 2)3

N T A Lf—:am—--?'\pq
N~ en - ‘ . G’M Ut —
) 2 a'\@m | i\g = uw-y—mﬂu.)

A —

(}dn ¢ (v (UH-H ['\Fn-n) . TS(UMJ'\) \}
@\w} (ﬁl“‘,mﬁr (Unﬁﬂm) :gm(do(q’q"))(




@(Ol"’fo)éq:(w Q44070
G P Sk ay oY '\dr(‘fjﬁ, ,tq,.,\é’q: '
Sek \ € R B
’VM?«( N\ - -')'Mv,')'*'(‘ﬂj_l“"‘?ﬂ) e
v N g sg)e [Pt ey s
Yy (7\1a_+-3¢_)+.-,.+ ( ?\'m—q-a,); \ M+(?1+m+?") - O

@ 0(—-*10‘)(—6
GoD) Soiok (se ) et =1 90)EG
Sodb= AN g(R.

M @JM N (ALi-- ;“ﬂn)+(?g,/ /‘ﬂ‘)é@
/&—)"\G %.(ﬁlﬂ[.- ,'“vlﬂ']+("}£_, ,\9)_ (A”M-\-‘ad - ?\1,4_'9J
4= A o [ R R . %

)4) Fo @, ’1 oYy /
SB“’{/ Al - fﬁ"h\ - f’ [-)é ’\M?ﬂ'" (74.1’.(~-f1h‘\:'(0,:-—-;o)

(\)VKQ ﬁi't'-“?w“’)é'f: é—‘? I’){«ffl--—(-yh.rol

-68'":9"'\& (’Hm r'vw)ééy <7 Li____ - *:,i"'_l

"74/”3 F"ﬂr'f"‘ .{.'YH - m’xi

——

Ieg‘f— VrX.‘L = Q —_-.::7&4_% O
.,_ 2 9o
' - T (9 +D







B
NN, s
(a’-'—\ \ mvx) = (’”"’J‘ “}Vn)_ (M"—"—**;}M”' | ’Mi* ~+’N5
n

bﬂ, . r)‘ﬂr--'"("“*- ""('f”\l.\ ‘l'_'_ ‘—l'(hn‘ﬂ" ")414---4—')4‘7 p—— —
V) ) V)
av
(qi'& - —f-f“v\\ —-(nﬂ"* == )xlﬂ = )
V)

LLF k6 peg WIRLX) ( Lactle) 7

JFEOG=hey
SG%PGF é)w"%?d/(;.:o.
OM‘-‘- iPM-)*::p(Z)f;O %d (P)H 4
C‘"(‘P‘) _<__Z'.’;— -:-7 fflﬁffeclc 2,)7&@;(}0[(54“,;(_(_,}

2) Sek? cRly).
Dilsrwmmmi A cF 456 1l s goe 7_N4B .
(Ow sk Aa ot e Aa I wclodhcenc
%{’,{‘C‘M"" Z\ﬁ;(}hréu w&b/@wc de 2. 7(«9’10(..1\(\(_2\
VQ/M g1 < /((XBJM& ;ofc Q 3 R eR[v) s SJH

{j’ — (K (X= D) Q) +R(¥)

we o (R) L d(X-N(x-2))

-:_-7[?\ ¢ Relx]) = G‘



(U.n') 6E<:>(Vwéﬁ\f ) Wl Ut e & Uy = O)
(Un) €F<’—'—-‘>()‘Jﬂ6”'\/ ) Uage + Y= O)

) G (AN ) Ynai— 24 =0)

‘/L) F <« i A de E ?
) FCE" f)eE
Sk (U e F (oM e (%
/Ona (A}m@ﬂ\/; LA.H:__(/..)
::'---7 VV‘GINI{UH-P.?, = = Uy

u'!—H z — U

:'"2’%1—!!—"&/:4

- _ 2. =W, =0
A}J .\/ij (Qh)h /« Awite nulle - Oio /th o 7:—/

(G( (y“ ey Onn—+ 0 :_-O)
) Senwk (U b(Va)ef -
CO‘:A ?"” . (‘\/"'é IN ()\L/"H.'.'\/“H) "'/AU., —F%):O)

— 0
/\M/_\A_’—\

()WHH'F\IM_':) "'m({, ) — A /(/H.p -f“/r) +/'\/u-v +Vr L—-_O
Jer € g IED



Q) Gt v oaes AE (TRl F)

5) E,; F@C, 1@“%1/{3
/L)F/)G-;{ol(;meé/e/f."
Sek (U e FN G AU G (Uy) =0
Q/M'N'{b\::jj:;)=7(Vﬂér\/,2/\#:_u,,)
_—_7(anel/\f, Un =0)

) (U =9 (cgFD

Ni) \Sﬁ’u/(un) ¢ = .
@,/‘;ojwu;nwj (0(\1') éF,{—(Pn) é»@ M %f K

(Uﬂ\ = (a(u\ -'f’(/}n)
;za;ogmnguj avae)fe W’!h:rt .
Sl T
/érﬁlmﬁ d.c Jel s (Aﬂd’(ﬁﬂ) g

oS
ety sty om e O

@V‘ Q (04 ﬂ.\ €F<____:>(%JYIG~V\{ | 0(“4—..’!. _,__0&':0)
P €6 A6 ) Pria— Bu=0)

L gan s (YneNi Uy =dvtf )
L) d et e ""ﬂy'jﬂ'ﬁﬂ
nert B+ ED) -(duifa) - Un =0)
:::7 \}Y\é’"\rl -20‘“4—!"‘!1—1—]"2’ \/m - D



W >R
%(mt'?li)::(?( "“2-1'74—27:,0)

g

i
%} (1'?;9) ] ?(m+el7+£lo‘)
_ [ )+ 0, (J42)40) ©0)
[« ,= ("ﬂ—’flug-'r%uo’) — 9(7,“9’%)
2 om 9=

2) Dove dc g 2 Notms— fa -

(Oné = Tt (9...-/;‘0/”?2)-
(mug, 2\ éF: <=_-7 2(—,11!9‘.;1_)___ ('nc'g;%):(ofa(o)
& (142 1}1E0) _(n &) =100
& (=) 2\~ 2)= (0100)
< % =2

:F-.::' /mlig,o)/-ﬁ\é’a _

m*(m ' Ca=(0r0)eh €2 (o]

5) @;/“”CHM de T '1/}/ ;_..-/4 é] .
NW

—_—
-’

-7
& M) = 4. 9,-9)



& = \/.C(/V(e@ 5 =123
iE-—-I—@Q?? ) o G =(1,Z)3)

JFOG =40y’
Coit g 2) € F G M que (1772) =[00°F)

(Or& (2 tg,&)éF(%ﬂ{A,F)élp fmtg,?—) 07?::4;5&)
A (m) 12§ & ¥k, [1:7,2) _e3

:D|9‘V‘ ol €2 Jrfiz _.{63
7 ﬁl°t°)+(/5’;ﬁ/0) _(#%,2%) 3%)

M') SM '7|\'~g —2\ € /Q .
@eld‘lhﬂmm_: (G\ ](\éFaf [o?)}})ﬁ)€ 6 -/e&\ ﬁn,f

(‘7‘\ '%) /m‘w() —}(d}/b/'b’)
?MWY‘M( 7‘»0/‘1 / Ie J%n_/hf_re s



Tnadyse :

WSM ,F[(‘\;Uqu O Jr’_( (aub()d-{o(]Fﬁf) .
(GiLnf) GF:::-7<9 MmN € 'ﬂl /4117'() = ME&a —"ﬂeL)
b (pt)e G =@ Ser[dpi) =)
N n a f/&‘/.) l"ﬂt\ﬁﬂ;’):— (G\'Or(\-f-/é‘lfnf)
=7 MCLINZ +5¢3 < (13 2)
=7 l""‘lolo)—’r(V'\V‘,o ) -|-(5,£S)3_5)= /’7'%/2)

*';::> M"‘\'V)—}—S:'X
4 -‘\'ZS':: "2'

2 St
T n=9—-33
S = ‘23

%w“«t\k -

" (d,,?n{) _( £ Lz 2)
(a&,;c) . (W“ %/?-’%; O)

s (A 00) +LAFH) = (1912) (faire)

—p (4 p0) € G (i)
— (ahi 0 eF | CLane)




) Serwt 2 2!
) sleC. Sk A€
Giae {(Aa-va'\ - >1f%)*4’?&')

7 (2=
2l - (>~%+4.‘)+ : (7\;&-?_)

2) A g fzjgﬂﬂ(aq

Sk 2 ¢ (- Oran




3) 3)
Laex.
L=l iy
= d(;{,..,\ﬂé T

Sé-;;ef{'é)
&= {(2)=°

& 453"
' A . -




Qwﬂ

(gz(iﬂ (4 = (S(SM’) )} ()




Exercice 28 |(classique)
Soit £ un K-esp vectoriel.

Soient p et ¢ deux projecteurs de F vérifiant (pg = qp = 0).
Soient « et 3 deux scalaires fixés. Posons [ = ap + (q.

1) Expliciter p™ et ¢" pour tout n € N.

2) En déduire f", on n € N*. Donner I'expression en fonction de p et g.

Solution
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2) En déduire f", ou n € N*. Donner I'expression en fonction de p et q.
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Exercice 8
Soient a,b € R. Soit ¢ : R3[X] — R?, P+ o(P) = (P(a), P(b))

1) Montrer que ¢ € L(R3[X],R?).

2) Supposons dans cette question que a = —1 et b = 3.
Déterminer ker(p) et Im(yp)

3) Déterminer ker(yp) et I'm(yp) dans chacun des cas suivants :

i) Sia#b

ii) Sia=1b
Solution
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