GROUPE SYMETRIQUE ET
DETERMINANTS

Résumeé

I) Groupe symétrique

Proposition et définition 1 :

Soit n > 1.

1) On rappelle qu'une bijection de {1,...,n} vers lui-méme est dite permu-
tation de {1,...,n}.

2) Le groupe des permutations de {1,...,n} se note (S,,0) et s’appelle le
groupe symétrique de type n.

3) card(Sy) = n!

4) (Sy,0) n’est pas commutatif si n > 3.

Définition 2 :
Support d’'une permutation o :
supp(c) ={1 < i <n | o(i) # i}; 'ensemble des points non fixes.

Proposition 3 :
La composée de deux permutations de supports disjoints est commutative.

Définition 4 : (Cycle-transposition)
1) Soient n > 2 et o € S,. Soit 2 < p < n.
On dit que o est un p — cycle (ou cycle de longueur p ) si et seulement

s'il existe p entiers a1,...,a, € {1,...,n} tels que
o(a1) = az,0(az) = as,...,o(ap-1) = ap,0(ay) = a1
Vi {a1,...,ap}, o(i) =1
2) Dans ce cas, onnote o = (a1 az ... ap )

3) Un cycle de longueur 2 s’appelle transposition.
4) Un cycle de longueur n s’appelle permutation circulaire.
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1) Lesupport d'unp-cyclec = ( a1 az ... ap )estsupp(o) ={ai,as,...,ap}
2) Supposons i # j. On a

R (i) =7, 7(j) =1
r=@ne (W =)

3) Soit 7 une transposition. On a
P=idett =1
4) Soit o est un p — cycle. On a of = id
Proposition 4 : (Décomposition d’une permutation en produit de cycles)

Toute permutation de S,, peut sécrire comme produit de cycles a supports
disjoints.

Proposition 5 : (Décomposition d'une permutation en produit de transpo-
sitions)
Toute permutation de S,, peut s’écrire comme produit de transpositions.

Proposition et définition 5 : (Signature)
Il existe une unique application ¢ : S,, — {—1,1} telle que :

1) (1) = —1 pour toute transposition 7.
2) VYo,0' € Sy, e(od’) = e(o)e(d’).

Vocabulaire :
e(o) s’appelle la signature de o.
Proposition 6 :

1) Soit ¢ un p — eycle. On a e(c) = (—1)P~L.

2) e(id) =1
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IT) Déterminant selon une base
NB :

Dans tout ce chapitre, F' désigne un K-espace vectoriel de dimension finie;

ol K =R ou C.

1) Formes n-linéaires

Définition 1 : (Forme bilinéaire sur E)
Soit [ : B2 — K.
f est dite forme bilinéaire sur F si et seulement si :

1) Va € E, lapplication = +— f(x,a) est une forme linéaire.
On dit que f est linéaire par rapport a la premiére variable.

2) Va € E, 'application = +— f(a,x) est une forme linéaire.
On dit que f est linéaire par rapport a la deuxiéme variable.

Autrement dit :
1) Vae E,Vx,ye E,Va €K, ona:

flaz +y,a) = af(z,a) + f(y,a)
2) Vae E,Vr,ye E,VacK, ona:

fla,ax +y) = af(a,z) + f(a,y)

NB :

On définit de méme une application f : B3 — K trilinéaire sur F.
f est linéaire par rapport & chacune de ses variables, c-a-d :

1) Linéarité par rapport a la premiére composante :
Va,be FE,Vr,ye E, VaekK, ona:

flax +y,a,b) = af(r,a,b) + f(y,a,b)

2) Linéarité par rapport a la deuxiéme composante :
Va,be E, Vr,yec E,VackK, ona:

fla,cx +y,b) = af(a,z,b) + f(a,y,b)

3) Linéarité par rapport a la troisiéme composante :
Va,be E, Vx,ye E . VaeckK, ona:

fla,b,ax +y) = af(a,b,x) + f(a,b,y)



En général :

Définition 2 : (Forme n-linéaire sur E)

Soit f: E" — K, oun > 2.

On dit que f est une forme n-linéaire sur F si et seulement si pour tout
1 <1 <n, f est linéaire par rapport a la i-éme composante.

Autrement dit :

Vi<i<n, Vri,...,2i-1,Ti+1,...,Tn € E. L’application suivante est une
forme linéaire sur F :

t'-)f(l'l,...,ﬂfi_l,t,ﬂfi_{_l,...,ﬂfn)

Réfléxes a avoir :
Soit f est une forme n-linéaire sur £. On a :

1) f(:El,...,SL'i_l,O,ZL'H_l,...,LEn) =0

2) f(:r:l,...,a:i_l,auntﬁv,a:i“,...,xn):af(:z:l,...,:z:i_l,u,xiﬂ,...,xn)+
Bf (x1,.+,%i-1,V, Tit1,. .., Tn)
p P
3) f (331,---,%‘1,Z&kuk,$i+1,---,xn) :Zakf(l'la---7$i—lauk;$i+la---;wn)
k=1 k=1

4) f()\zcl,...,)\mn) =)\n-f(x1,...,:1:n)

2) Formes n-linéaires alternées
Définitions 1 :
Soit f: K™ — K une forme n-linéaire sur E, ou n > 2.

1) f est dite symétrique si et seulement si pour tout (x1,...,z,) € E", la
permutation de deux vecteurs dans f(xq,...,z,) ne change pas sa valeur.

2) f est dite anti-symétrique si et seulement si pour tout (z1,...,z,) € E",
la permutation de deux vecteurs dans f(x1,...,x,) change son signe.

3) f est dite alternée si et seulement si pour tout (x1,...,z,) € E", si deux
de ces vecteurs sont égaux alors f(x1,...,2,) =0
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Cas particulier d’une forme bilinéaire :
Soit f : E? — K une forme bilinéaire sur E.

1) f est symétrique < V1,29 € E, f(x1,22) = f(z2,21)
2) f est anti-symétrique < Vry,x9 € E, f(x1,22) = — f(x2,21)

Proposition 2 :

L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un K-espace vectoriel.
Proposition 3 :

Soit f: E" — K une forme n-linéaire sur E.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) f est symétrique.

2) Pour tout (zy,...,zy,) € E™. Pour toute transposition 7. On a
Py Erey) = Fe1, 1)
3) Pour tout (z1,...,x,) € E™. Pour toute permutation o. On a
f(xa(l)a e 7370'(71)) = f(xlv “e 73771)
Proposition 4 :

Soit f : E™ — K une forme n-linéaire sur E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) f est anti-symétrique.

2) Pour tout (x1,...,x,) € E™. Pour toute transposition 7. On a
f(ajﬂ'(l)? - 7587'(77,)) = _f(xla R axn)
3) Pour tout (z1,...,x,) € E™. Pour toute permutation . On a

f(ﬂjg(l), e ,xg(n)) = €(J)f($1, N ,Jjn)

ou ¢ désigne la signature.
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Proposition 5 :
Soit f : E™ — K une forme n-linéaire sur E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) f est anti-symétrique.

2) f est alternée.

Proposition 6 :
Soit f : K™ — K une forme n-linéaire alternée.

1) Sidans (x1,...,2,) , un vecteur est combinaison linéaire des autres vec-
teurs alors f(z1,...,2y) = 0.

2) Si(z1,...,7,) est une famille liée alors f(zy,...,z,) = 0.

3) La valeur de f(x1,...,2y) est inchangée si on ajoute a un vecteur de
(z1,...,7,) une combinaison linéaire des autres vecteurs.

3) Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Proposition et définition 1 :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et B = (e1,...,ey)
une base de E

1) 1l existe une unique forme n-linéaire alternée f vérifiant f(B) = 1.
Celle-ci se note det g, et s’appelle le déterminant d’une famille de vecteurs
dans la base B.

2) L’espace vectoriel des formes n-linéaires alternées de E est la droite vec-
torielle engendrée par detp.
Ainsi, toute forme n-linéaire alternée est proportionnelle a detp.

NB :
1) detp(B) =1

2) Toutes les propriétés d'une forme n-linéaire alternée valent pour detp.

Par exemple, si F est une famille liée de E de cardinal n, alors
detp(F) =0, etc.
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Proposition 2 : (Formule de Leibniz)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et B une base de

E.

Soient (z1,...,z,) une famille & n vecteurs de E.

X4
Notons pour chaque j € {1,...,n}, matg(z;) =

On a la Formule de Leibniz suivante :

detB(zcl, c o ,ajn)

||
o
<l

—
s

Notation :
Avec les notations dans la proposition 2, on a la notation suivante

11 ... Tin

detp(zy,...,2,) = Z e(o) Hma(i)i =
1=1

O'ESn :E’n,l e xnn

Cas particuliers :

1) Pour n=1:
a |=a
2) Pour n= 2 :
Z 2 = ad — bc

Proposition 3 : (Relation entre detg et detg-)
Soient B et B’ deux bases du n-espace vectoriel E.
Pour toute famille 7 de F de cardinal n, on a :

detp(F) = detp:(F) x detp(B’)

Corollaire 4 :
Soit B une base du n-espace vectoriel F.
Pour toute base B’ de E, on a :

detB(B’) ?é 0 et (detB(B’))_l = dBth(B)
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Corollaire 5 : (Caractérisation d'une base)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2, et B une base de

E.

Soit F une famille de E de cardinal n. on a :

F est une base de E & detg(F) # 0

NB :
F est une une famille liée de E < detg(F) =0

4) Déterminant d’un endomofphisme

Proposition et définition 1 :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).

1) detp(f(B)) ne dépend pas de la base B de F.

2) Le déterminant de f est le scalaire detg(f(B)), ou B est une base de E.
On le note detf).

Proposition 2 :
Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E).

1) VA € K, det (\f) = A" - det (§)
2) det(Ir) = 1.
3) VA € K, det (M) = A™.

Proposition 3 :
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(F). On a

det (f o g) = det(f) x det(g)

Proposition 4 :
Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(F). On a

1) f est inversible < det(f) # 0

2) Dans ce cas, on a

1

4t (1) = Zat)
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5) Déterminant d’une matrice

Définition 1 :

Soient A € M,,(K) et B, la base canonique de M, (K).
Notons C',...,C), les n colonnes de A.

Le detérminant de A est

det(A) = deth (Cl, g Cn)

Proposition 2 :

Notons A = (aij)lgijjgn.

alj
Ainsi C; = : pour tout 1 < 7 < n. On a alors
ailr ... ain n
det(A) =] L= Z (o) Haa(i)i
anl1 ... Ann 7€Sn L

Proposition 3 :
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, B une base de E, f € L(F)
et (x1,...,2,) une famille de n vecteurs de E.

1) detg(x1,...,xy) = det (matg(x1,...,x,))
2) det(f) = det (matpf(B)) = det (matp(f))
Proposition 4 :
Soient A € M, (K) et A € K. On a
1) det(Il,) =1
2) det(AA) = A" - det(A)
3) det(AB) = det(A) - det(DB)
4) Vp € N, det(AP) = (det(A))?
)
)

5) det (*A) = det(A)
6

Le déterminant d’'une matrice est celui de ses lignes dans la base canonique

de M1, (K).
7) i) ( A est inversible ) < ( det(A) # 0 )
ii) Le cas échéant, on a

1
~ det(A)

det (A_l)
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6) Résolution d’un systéme de Cramer

Considérons le systéme de Cramer suivant :

@111 + ... + G = b
(%)
a1ty + ... + appxn, = by
T bl
X = : étant la colonne des inconnues, b = : le second membre
In bn
et A sa matrice inversible.
ail ... A1n
Notons A = det(A) = | :|. (Il es non nul)
anl ... Qnpn
Pour chaque k € {1,...,n}, A, est le déterminant obtenu a partir de A en

remplacant la k—éme colonne par le second membre b.

Proposition :
L’unique solution du systéme (X) est le n — uplet (x1,...,x,) défini par
A
Ve {l,...,n}, xx = A‘T’“

7) Effet des opérations élémentaires

Proposition 1 :
Soient A € M, (K) et A € K. On a

1) En multipliant par \ une colonne (respectivement ligne) de A, son déter-
minant se multiplie par A.

2) En permuttant deux colonnes (resp lignes) de A, son déterminant se mul-
tiplie par (—1).

3) En ajoutant & une colonne (resp ligne) de A une combinaison linéaire des
autres colonnes (resp lignes), son déterminant reste inchangé.

Notations :
OPEL : Opérations élémentaires sur les lignes ;
OPEC : Opérations élémentaires sur les colonnes.
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Corollaire 2 : (Traduction via les OPEL et OPEC)

1) L’OPEL L; + AL; et 'OPEC C; «— AC; multiplient det(A) par A

2) L’OPEL L; <+ L; et 'OPEC C; <+ C; multiplient det(A) par (—1), ou
$ = 4.

3) L'OPEL L; < L; + AL; et 'OPEC C; + C; + XC; n’affectent pas la
valeur de det(A), ou i # j.

8) Déterminant triangulaire et triangulaire par blocs

Proposition 1 : ( Déterminant triangulaire et diagonal )

1) ( Déterminant triangulaire supérieur)

)\1 x *
B . 0 A,

2) ( Déterminant diagonal)

MO0 ... 0
0 A ﬁ
=11\
P i=1
0 0 Ay

Proposition 2 : ( Déterminant triangulaire supérieur par blocs)

1)
A x
‘ 0 B|= det(A) x det(B)
2)
A % *
0 A -
2 = | [ det(A))
* i=1
0 0o A,
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Proposition 3 : ( Déterminant triangulaire inférieur par blocs)

1)

U ‘ — det(A) x det(B)

x B
2)
Ay 0 0
x  As P
= [ det(4As)
0 i=1
% * A

9) Cofacteurs- Comatrice - Développement par rapport a une ligne ou une colonne.

Définitions 1 : ( Mineurs-Cofacteurs-Comatrices )

Soient A € M, (K) et (i,7) € {1,...,n}>.

1) Le mineur d’indice (i,j) :
C’est le déterminant A;; obtenu a partir de det(A) par suppression de
la i-éme ligne et la j-éme colonne.

2) Le cofacteur d’indice (i,j) :
C’est le scalaire

Cij = (-1)"7 Ay

3) La comatrice de A :
C’est la matrice (Cj;)1<; j<n des cofacteurs de A.
On la note Com(A) ou A.

Proposition 2 :

1) ( Déterminant suivant la j-éme colonne )
Soit A = (aij)i<ij<n € Mp(K). Pour tout 1 <j <n. On a

n

det(A) =) (—1)"Ha;A;

=1

2) ( Déterminant suivant la i-éme ligne )
Soit A = (aij)lgi,jgn € M, (K). Pour tout 1 <i<mn.On a

n

det(A) = (—1)Hay;Ay
j=1
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10) Calcul de I'inverse d’une matrice

Proposition :

Soit A € My (K).

1) Ax t(com(A)) = t(com(A))- A=det(A)-I,
2) Si A esi inversible, alors

1 t

(com(A))

11) Déterminant de VanderMonde

Proposition :

Soit n = 2. Soient x1,xo,...,z, € C . On note :

1 1 1
I Hop) In
V(zi, %55 0 %n) = )
n—1 n—1 n—1
< o g

On a

FIN
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