CONCOURS COMMUN 2006
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

CORRECTION

| PREMIER PROBLEME |

Etude d’une fonction.

2. a) Soient (x,y) € R?, puis z = x + iy.

22 =8—61 & Re(z?) =8 et |22 = /82 + (—6)% et sgn(Im (z?)) = sgn(—6)
xzf 2-=8 I Zx _18 H)—i—(I) x =3
&< K +yr=10 & (I = (1) & q y==I
xy <0 xy<0 xy <0
®(Xay):(3a ( <:>Z_ —iOUZ:—3+i.

Les racines carrées de 8 — 61 sont 3 —1i et —3 +1i.

b) Soit z € C \ {2i}.

2

=14+ie22—(141)z—2+42i=0

flz) =141 2
z—21

Le discriminant de cette équation vaut (14 1) —4(—2 4 2i) = 8 — 6i = (3 — i)2. Cette équation admet donc deux
(1+1)+(3-1) (T+1)—3—1) .
f:26t222f2f1+1.

Les antécédents de 1+ 1 par f sont 2 et —1 4 1. I

solutions complexes distinctes & savoir z1 =

3. Soit (h,z) € C2.
ZZ

flz) =h& z—21

=h&ez2=h(z—2)etz#2iez2=h(z—2i) & 2> —hz+2ih =0.

Le discriminant de cette équation vaut h? — 8ih ou encore h(h — 8i).
eSi h ¢ {0, 8i}, ce discriminant est non nul. Dans ce cas, h admet exactement deux antécédents distincts.
eSi h = 0 ou h = 8i, ce discriminant est nul. Dans ce cas, h admet exactement un antécédent.

4. Ainsi, tout complexe h admet au moins un antécédent par f dans D. Ceci signifie que f est surjective ou encore que

f(D) =C.

5. 141 a deux antécédents distincts, a savoir 2 et —1 4 1. f n’est donc pas injective.
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6. Soit z € C\ {2i}. On pose z = x + iy ou x et y sont deux réels. On a

z? — 7
|z — 2i|? - =(z—2i)(z—21) - = (24 2i)Z?,
z—21 z—2i

et donc

9(z) = 22(Z+2i+2) = (x? —y? + 2ixy) (2x + 2i) = 2x(x? —y?) —4dxy + i(4x%y + 2(x* —y?))
= (2x3 — 2xy? — 4xy) + i(4x%y + 2x% — 2y?)

Vz € D, Re(g(z)) = 2x3 — 2xy? — 4xy et Im(g(z)) = 4xy + 2x? — 2y>.

Etude d’un polynome.

9. En développant (t —t7)(t — t2)(t — t3) et en identifiant avec les coefficients de P, on obtient :

ti+tr+t3 =0et titots = —2.

10. P4(0) =2 > 0. De plus, Pg(—00) = —0o < 0. Comme P, est continu sur | — 0o, 0], une généralisation du théoréme
des valeurs intermédiaires montre que P, a au moins une racine dans ] — oo, 0[. En particulier, t; < 0.

2
11. Mais alors ty) +t3 = —t; > 0 et tyt3 = e > 0. Par suite, t1 < 0 < t; < t3. Enfin, —t; =t +t3 > 0+ t3 = t3.
1

t1<0<t2§t3§—t1.l

Ensuite, 2 = (—t;)tot; > t% et donc 1 <t, < ¥2=1,... Donc, t, = 1. Il reste 2 = (—t;)t3 > t% et donc t3 = 1, et enfin
t; = —2. Ainsi, si a existe, nécessairement

Finalement,

t1h=-2th=t3=1letVteR, Po(t)=t3—t(a?+2a) +2=(t+2)(t—1)2 =t3 -3t + 2.

12. Puisque t; = 1 est racine double de Pg, on a Pq4(t2) = P/(t2) = 0. Ceci fournit 3 — (a? + 2a) = 0 ou encore
(a—1)(a+3) =0 ouenfin a =1 (puisque a est un entier naturel).

13. Réciproquement,

P =X3—=3X+2=(X—1)23(X+2) et a=1 convient.

Etude de deux ensembles de matrices.

14. Soit (x,y) € R?.
My y € GL2(R) & detMy y #0 & (x —yl(x +y) -2y #0 & (x,y) £ C.

Soit (x,y) € R? tel que —x? +y? + 2y # 0.

M. M [ x—vy y —X—Y y _ —x2+y?+2y 0
XYY 2 x+y 2 —x+y / 0 —x2+y?+2y

= (—x*+y? +2y)L
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Par suite, My y X ————5——
ar suite, My y 1Ty

M_yy = I2. On en déduit que

. _ 1 1 —x—Yy Y
Si—x“+y”+2y #0, (M(x,y)) s By B ALY _Xz+yz+2y< >

15. X ne contient pas 0 et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de (Mz(R), +,.).

_ X=Y Yy 20 _ 2 Y _ ¥
16. ]{( 0 X+y>,(x,y)R}{xlz+yB, (x,y)eR},ouB( 0 1>.]estlesousespaucevectonelde

M;(R) engendré par I, et B et est en particulier un sous-espace vectoriel de M (R).

17. La famille (I, B) est une famille génératrice de J. D’autre part, la matrice B n’est pas une matrice scalaire et la
famille (I, B) est donc libre. On en déduit qu'une base de J est (I, B) et que ] est un sous-espace de M3 (IR) de dimension

2.

18. B2 — < o ) < o ) _ ( v ) — 1. Plus généralement, pour ((x,y), (x'.y")) € (R2)2,

(xI +yB) x (x'I +y'B) = (xx’ +yy’)I> + (xy’ +yx’)B € J.

x est donc une loi interne dans J.

Etude d’une application de .Z>(R).

19. Soient (X,Y) € (M2(R))? et (A, n) € R2.

@5 (AX + RY) = B(AX 4+ pY) = ABX + uBY = A@g (X) + nos(Y).

@ est donc un endomorphisme de I’espace vectoriel (M2 (R), +,.).

20. a) On note que M; 1 est inversible car det(M3 1) =1 # 0. Soit alors Y € M;(R). Pour X € M (R),
oML, (X)=YE M X=Y & X=(My) Y.

Ainsi, pour tout élément Y de M3 (RR), il existe un et un seul élément X de M3 (R) tel que @m, , (X) =Y. Ceci montre
que @m, , est bijective (et en particulier surjective).
b) om, , (E1,;1) = (E11 +E1 2 +2E21 +3E22)E11 = Eq 1 +2E2 1.
oM, (E12) = (E11 +E124+2E21 +3E22)E1 2 = E1 2+ 2E2 5.
oM, (E2)) = (E11 +E1 2 +2E271 +3E22)E21 = B 1 +3E21.
oM, (E22) = (E1 1 +E1 24+ 2E21 +3E22)E2 2 = By 2 + 3E2 5.
La matrice de @p dans la base canonique (Eq 1,E1 2,E2,1,E22) est donc

21. Dans ce cas, B n’est pas inversible. Mais alors, pour tout élément X de M2(RR), on a det(BX) = det(B)det(X) =0 et
donc, @g(X) n’est pas inversible. Par suite, une matrice inversible comme I, n’a pas d’antécédent par @g. On en déduit

que @p n’est pas surjective (et donc pas bijective).
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