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Partie T

1. 8i Z suit la loi de Bernoulli de paramétre p, alors Z(Q) = {0,1} et P(Z =1) =p, P(Z =0) =1 —p. Donc
par, le théoréeme de transfert,
VteR, Mz(t) =pe' +1—p.

T
2. Par, le théoréme de transfert, Vt € R, Mx(t) = ijemf et donc Mx est de classe C* sur R et
j=1

VkEN, VteR, M (t) =Y pjake!®.
j=1

DoowVk € N, MP(0) = BE(X*).
3. (a) px est bien définie sur R* car Mx est strictement positive sur R puisque :
— VteR, Vje[l, r], e >0

— Jie[l, r], pi >0 puisque ij =1
j=1
Soit t € R*.

T T xQ E X2
MX(t) = ijetz] = Zp](l + l’jt + ?jtz + 0t—>0(t>) = 1 -+ E(X)t + %tQ + Ot_>0(t2)
J=1 J=1

V(X
Donc ox(t) = E(X) + (T)t + o0t0(t). D’ou }iH(l) vx(t) = E(X). Donc px est prolongeable par continuité
tL—

en 0
(b) D’apres la question précédente wx admet un développement limité d’ordre 1 en 0, donc elle est dérivable en
, V(X)
0 et ' (0) = —

(c) i. Soit u <0. D’apres la formule de Taylor-Lagrange & Uordre 3, il existe ¢ €]u, 0] tel que :

1 1
e“—lfu—§u2:§ugec§0 car u < 0.

1
D’ouVu <0, e* < 1+u+§u2.
ii. Soitt > 0. On a, pour tout j € [1, r]], ta; <0, donc, d’apres la question précédente,
. 1,0\ t?
Mx(t) < ;pj Lty + gajt? | = 14+ B(X)t + S V(X)

Et comme Yx > —1, In(l1+z) < x, alors

ox(t) < B(X) + %V(X) < E(X) + %E(XZ) car V(X) = B(X?) — E2(X) < E(X?).
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(d) i. Considérons l'endomorphisme ¢ de C*°(R) définie par : Vf € C*(R), o(f) = f'.
On a, pour tout i € [1 , 7], f; n'est pas nulle et ¢(f;) = x; f;, donc f; est un vecteur propre de ¢ associé
a la valeur propre x;. Et comme les x; sont deuzx & deux distinctes, alors (fi1,..., fr) est libre.
it. Dans cette question on n’a oublié de dire que X () =Y (Q) = {x1,...,2,}.
= (’est évident.
<= On pose, pour tout j € [1 , r], pj = P(X = ;) et ¢j = P(Y = x;).

On a ¥Vt € R*, ox(t) = ¢y (t), donc ¥t € R*, Mx(t) = My(t), c-a-d Z(pk —qx)fr = 0. Et comme la
k=1
famille (fi1,..., fy) est libre, alors j € [1, r], p; = q;. Dot ont la méme loi.

(e) Puisque X et Y sont indépendantes, alorsVt € R, eX et ety le sont aussi. Donc E (e!X+Y)) = E (e!Xet) =
E () E (e™). Dot ox4y = ¢x + oy

(f) Le résultat de la question précédente se généralise, par récurrence, ¢ un nombre fini de variables aléatoires
discréetes finies mutuallement indépendantes.

Comme X suit la loi binomiale de parameétres s et p, alors on peut voir X comme somme de s variables
aléatoires X1, ..., Xs qui ont méme loi de Bernoulli de paramétre p.
S

Donc, d’aprés la question précédente, px = Z wx; = spx,. Donc
j=1

VYt € R, MX(t) = (MXI)S = (pet + 1 _p)S

(9)

X et — X sont symétriques X et — X ont méme loi

ox = p_x (d’apres 1.3.d.i)

vVt e R*, px(—t) = f%ln (E (etX)) et px(0) =0

Vit €R, px(t) = —px(—t)

—
<~
1
— VteR* ox(t)= Eln (E (eftx)) et px(0)=0
—
<~
< (px est impaire

4. (a) Soit (n,t) € N* x R*.

Ms; (t) = B (/%) = ' 555 B (/75 )

Or
n n
= E (ZXk> = ZE(Xk) =nm
k=1 k=1
et puisque les X sont mutuellement indépendantes, alors :

:v@Xk):f;vxk = no?

k=1 k=1

myE Sy
Donc Mg« (t)=e "o E (et”ﬁ). D’ou

myn

g

«(t) = — (T
wsx(t) +90057;()

Et puisque les X sont mutuellement indépendantes , alors les le sont aussi et, d’aprés 1.53.e, on a :

J\f

Or,




D’ou

myn  \/n t
«(t) = — _— _ .
#s:(t) o + o 7X (Uﬁ)
t t 1
(b) Quand n — +o0, ©x (0\/7) :m+2\jﬁ+o<\/ﬁ>.
Donc ; ;
s =g tolll 0 5
Partie 1T
—b
1. (a) Soit x € R. Comme b €]a,c|, alors IA €]0,1[, b=Aa+ (1 = AN)e (A= ¢ ).
c—a

Or exp est convere, donc e®® < Xe® + (1 — \)e® < 9% + 2.

+oo
(b) On pose X(Q) ={z, | n €N} etVneN, P(X =x,) =pn. On aVt € Ix, Mx(t) = anem".
n=0

+oo
— Comme an =1, alors 0 € Ix.

n=0

— Soit a,c € Ix tel que a < ¢ et b €la,c]. Alors Mx(a) et Mx(c) existent. Or, d’apreés la question
précédente, Vn € N, ebn << e%n 4 en donc Mx (b) existe et par suite b € Ix
Donc Ix est un intervalle de R contenant 0.
A" _ ENGEYE
2.0naY(Q)=N,VneN, P(Y=n)=¢e g Soit t € R,on pose a,(t) =e
ani1(t) Aet .

> 0.

n!

Comme = 0 < 1, donc, d’apres la régle de D’Alembert My (t) existe pour tout t € R et
an(t) n+1 n—4oo
+oo t n
e'A t
My(t) _ Z 67)\( n') _ 6)\(6 -1)
n=0 ’

3. (a) On a, pour tout n € N, u,, est de classe C* sur ] — a,al et on a
V(k,n,t) € Nx Nx] —a,af, ulF) = P(X = z,,)zket*n

et Donc
V(k,n,t) € N x Nx] — a,al,

uglk)‘ <P(X= xn)|xn|kea|x"|

car¥(n,t) € Nx| — a, af, [tx,| < alz,).
(b) Soit k € N. D’apres la question précédente,

Y(n,t) € Nx] —a,af, [uP)(t) < |z,[Fe " P(X = z,)efl*l 006 =p—a >0

1)
Or si k > 1, la fonction t — t*e=% admet sur [0, 400 un mazimum absolu en T > 0, qu’on le note Ny, > 0.

Sinon, u,(t) < P(X = x,)e?!*!. Done My, = max(1, Ny) convient.
(c) On a :
— Z u, converge simplement sur | — a,al.
n>0
— Vn eN, u, est de classe C* sur]—a,al.
— D’apres la question précédente, Voo > 0 tel que [—a, o] C] — a,af et p €]a, af,

Vk €N, 3My > 0, ¥(n,t) € Nx] — a, o, ‘u;’”‘ < MyP(X = x,)keflon]

Or Z P(X = xn)kep‘”’“‘ est convergente car p € Ix. Donc Vk € N, Z ug“) converge normalement sur
n>0 n>0
[_0‘7 O‘]
Donc Mx est de classe C* sur | —a,a[ et

+oo
Vk €N, Vt €] —a,al, M)((k)(t) = Z P(X = x,)zket®n
n=0

+oo
En particulier M)((k)(()) = Z P(X = z,)zk. Dot E(X*) existe et M)(f)(()) = B(XF).

n=0



4. Puisque Y suit la loi de Poisson de paramétre A, alors My est définie sur R et ¥Vt € R, My (t) = eref -1, Donc,
d’apres la question précédente, E(Y) et E(Y?) existent et E(Y) = M{-(0) = X et E(Y?) = M{/(0) = A(1+ \)
et donc

V(Y)=EY?) - (E(Y))” =\

Partie 111

1. Comme dans la question I.3.e.

2. (a) Le résultat est trivialement vérifié pour t = 0. Donc il suffit de le démontrer par récurrence sur k € N* pour

tout t > 0.

— Pour k =1, puisque la fonction t — et est conveze sur [0, +oo[ donc st <1+ st < e,

— Soit k > 1. Supposons que la propriété est vraie pour k et montrons la pour k + 1.

— Considérons la fonction ¢rr1 définie sur [0,+oo[ par : ¢y1(t) = (k+ 1)lest — (st)*+1. ¢piy est classe
C> sur [0, +oo| et Vt > 0, ¢}, (t) = (k+1)s(kle* — (st)* > 0 (d’apres Uhypotheése de récurrence.) Donc
Gy est croissante sur [0, +oo[. Dot Vt >0, ¢ (t) > ¢p,1(0) = (k+1)! c-a-d (k + 1)lest > (st) 1.

Et la récurrence est établie.

k! Foo
(b) Soit k € N* et f la fonction de densité de X. On a Vt € R, |t|F < —kesm et / el f(t)dt < +oo car
S — 00
s € Ix. Donc E(|X|F) est fini.

(c) On a pour tout t €] — s, s :

oo oo [+o0 n
Mx(t) = /+ e f(u)du = /+ (Z (t;:') f(u)) du.
n=0 '

— 00 — 00

B f(w)

— Vn e N, f, est continue par morceaux intégrable sur R (d’apres la question I11.2.a)

On pose, pour tout n € N, f, : ur

— Z fn converge simplement sur R vers la fonction g : w v et f(u) qui est continue par morceaus et
n>0
intégrable sur R cart €] — s, s[C Ix

+o0 n > "
e, [t = 0 [ g - B

(Vt €] — s,s[, E(JtX|) ewziste puisque : [—s,s] C Ix avec s > 0, et exp(a]X|) < exp(sX) + exp(—sX) on
en déduit que E(exp(a|X]|)) existe, et donc E(exp [tX|) existe pour tout |t| < s.)
X n

E(|t
Z (|7| converge vers exp(E(|tX]).
= oo
Donc, d’prés le théoréme d’intégration terme a terme,

Vi €] —s,s Z/ du—io(/+oou"f(u)du>z::JiOE(jn)t".

n=0 o0 n=0

(d) D’apreés la question précédente Mx est développable en série entiére en 0 et donc Vk € N, M)(f)(O) = B(X%).

FIN
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