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Partie |

Aisément YA,B € M,(C),VA\,u€C, c(AMA+ uB) = o(A) + no(B) donco € L(M,(C)).
De plus, VA € M,(C),0?(A)= A donco®=1Id . Ainsi o est une symétrie.
Supposonsg! + 5J +~vK +6L =0 aveca,,7,0 €C

a+if  y+ibd [0 0

Ona—y—i—ié w—isl™ ]doncmsemen@:ﬁ:y:ézo.

00
({,J,K,L) estlibre et formée dd= dim. M, (C) éléments del/,(C), c’en est donc une base.
o(l)=1,0(J)=-J, o(K)=—K eto(L)=—-L doncMat, , ., (0)=diag(l- L L 1.
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- (c'd+a'c) b+aa o(AB)

o(A) _[ ‘ab] . o(B) _[

A_[‘C‘ Z],U(A)_[_dc _ab],Aa(A)_[adabc _bc(j_ad]_(adbc)l_detAI.

deto (A)= detd donc A estinversible ssir(A) l'est.
Si tel est le cas Ao(A) =detAI donneA™ :LJ(A) .
detA

o(A)=tr(A)I—A.
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Orpoura,beC etVABEH :

Par suiteH:{[ “ 2]/a,be<c}.

[_‘% 2]:a1+ﬁJ+7K+6L<:)a:Re(a),ﬁ: Im@ ),y = Reg et d=Im(p).
Donc H ={al +BJ +vK + 6Ll o, 3,7,6 €R} .

H={al+3J+~vK+6Lla,3,7,6 cR}=Vect, ( J K L).

H est donc un sous-espace vectorielRleespace vectoriel/,(C).

La famille (I,J,K,L) étant libre dans I€ -espace vectoriel,(C) (cf. 1.1.b), elle I'est aussi dans le
R -espace vectoriel/,(C) et donc constitue une base He Par suitedim, H = 4.

VABEH, 0(AB)=0c(B)o(4)='B'A='(AB) doncAB€H .

JP=K?’=I*’=-1,JK=L,KJ=-L,KL=J,LK=-J,LJ=K etJL=—L.
HcM,(C),IeH, YA BeH, A—Be H (car H sous-espace vectorie) B € H (ci-dessus) donc
H est un sous-anneau dé,(C).

Le produit n'est pas commutatif.
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SoitAe H.Onac(A)='A donc A='0(4) i.e. o(c(4)) ='o(A) etdonco(A) e H .
A="A donctrA=tr'A=trA=trA donctrAcR.

PourA:[ ag b

-b a

cH. detA=ld +[o|" cR".

a

SiA _[ E] =0 alorsa =0 ou b= 0 mais dans les deux caet4d > 0 donc A est inversible.

— a
At= ﬁa(/l) .Oro(A)eH doncA*cH.
e

Partielll
Ao(B)+ Bo(A4) € H donc sa trace est réelle.
(A|A)=%tr(2Aa (A)), or Ac(A)=detAI donc(A|A)=detA.

La linéarité du produit matriciel, de et de I'application trace donne sans peine la&iliité de(. |.)
L'expressionAc(B) + Bo(A) est symétrique ed et B sont(.|.) est symétrique.

VAeH, (A|A)=detdeR".

Si (A|A)= 0 alors A=0 comme on I'a déja vu en I1.3.b.

Commetr(J) =tr(K) =tr(L) = 0, c’est sans peine qu’on observe que la fanfille/, K ,L) est

orthogonale.
De plusdet/ = det/ = def{ = del = , donc la famille est orthonormale.

Enfin, on a déja vu quél,J,K,L) est une base dH , on peut donc parler de base orthonormée.
SoitA€ H . On peut écrired =l + 8J ++vK + 6L avec

a=(A1)=A|)y=AIK)d=UI)R.

On a alorstr A =2« et par suiteAe F'< (A|1)=0.

Donc F' est I'hyperplan dont est vecteur normal et dorié la droite normale.

De plusJ,K,L appartiennent & et forme une famille orthonormée 8e- dimF' éléments, c’est donc
une base orthonormée de.

Puisqug(l) est une base orthonormée Be r(A) = (A|I)I :%tr(A)J.
Puisquev est la projection complémentaire de v=1—r et doncuv(4) = Af%tr(A).I .

o(A)=1tr(A).I — A donco=2r—1Id etainsis estla symétrie orthogonale d'axe.

A=al+pBJ+vK+6L, B=a'I+3'J+~+y'K+6'L.

r(A)=al , v(A)=BJ +vK +6L, r(B)=a'l etv(B)=p8"J+~'K+6'L.

r(AB) = AB=(aa’'— (83" +vy"+ 68N = r(A)r(B) — (v(A) |v(B)]

et v(AB)=a(B'J ++v'K+8'L)+a'(BJ +vK +6L) + (v6' —~'8)J + (68" — 8'B)K +(B8y' — B'y)L
ou on reconnait(AB) = r(A)v(B) + r(B)v(A) + v(A) Av(B) .



