
Correction 

d’après Mines de Sup 2003 

Partie I 

1.a Aisément : 2, ( ), ,A B M λ µ∀ ∈ ∀ ∈ℂ ℂ , ( ) ( ) ( )A B A Bσ λ µ λσ µσ+ = +  donc 2( ( ))Mσ ∈L ℂ . 

De plus, 2
2( ), ( )A M A Aσ∀ ∈ =ℂ  donc 2 Idσ = . Ainsi σ  est une symétrie. 

1.b Supposons 0I J K Lα β γ δ+ + + =  avec , , ,α β γ δ ∈ℂ  

On a 
0 0
0 0

i i

i i

α β γ δ

γ δ α δ

   + +   =    − + −   
 donc aisément 0α β γ δ= = = = . 

( , , , )I J K L  est libre et formée de 24 dim ( )M=
ℂ

ℂ  éléments de 2( )M ℂ , c’en est donc une base. 

( )I Iσ = , ( )J Jσ =− , ( )K Kσ =−  et ( )L Lσ =−  donc ( , , , )Mat ( ) diag(1, 1, 1, 1)
I J K L

σ = − − − . 

2.a 
a b

A
c d

 =   
, 

a b
B

c d

 ′ ′=   ′ ′ 
, 

aa bc ab bd
AB

ca dc cb dd

 ′ ′ ′ ′+ + =   ′ ′ ′ ′+ + 
. 

( )
d b

A
c a

σ
 − =  − 

, ( )
d b

B
c a

σ
 ′ ′− =   ′ ′− 

, 
( )

( ) ( ) ( )
( )
d d b c d b b a

B A AB
c d a c c b a a

σ σ σ
 ′ ′ ′ ′+ − + = =  ′ ′ ′ ′− + + 

. 

2.b 
a b

A
c d

 =   
, ( )

d b
A

c a
σ

 − =  − 
, 

0
( ) ( ) det .

0
ad bc

A A ad bc I AI
bc ad

σ
 − = = − =  − + 

. 

2.c det ( ) detA Aσ =  donc A  est inversible ssi ( )Aσ  l’est. 

Si tel est le cas : ( ) det .A A AIσ =  donne 1 1
( )

det
A A

A
σ− = . 

3. ( ) tr( ).A A I Aσ = − . 

Partie II 

1.a Soit 2( )
a b

A M
c d

 = ∈  
ℂ . 

( ) t a b d c
A A d a

c d b a
σ

   −  = ⇔ = ⇔ =      − 
 et c b=−  

Par suite / ,
a b

H a b
b a

    = ∈   −   
ℂ . 

Or pour ,a b ∈ℂ  et ,A B H∀ ∈  : 

Re( ), Im( ), Re( )
a b

I J K L a a b
b a

α β γ δ α β γ
  = + + + ⇔ = = = − 

 et Im( )bδ= . 

Donc { }/ , , ,H I J K Lα β γ δ α β γ δ= + + + ∈ℝ . 

1.b { }/ , , , Vect ( , , , )H I J K L I J K Lα β γ δ α β γ δ= + + + ∈ =
ℝ

ℝ . 

H  est donc un sous-espace vectoriel du ℝ -espace vectoriel 2( )M ℂ . 

La famille ( , , , )I J K L  étant libre dans le ℂ -espace vectoriel 2( )M ℂ  (cf. I.1.b), elle l’est aussi dans le 

ℝ -espace vectoriel 2( )M ℂ  et donc constitue une base de H . Par suite dim 4H =
ℝ

. 

2.a ,A B H∀ ∈ , ( ) ( ) ( ) ( )t t t
AB B A B A ABσ σ σ= = =  donc AB H∈ . 

2.b 2 2 2
J K L I= = =− , JK L= , KJ L=− , KL J= , LK J=− , LJ K=  et JL L=− . 

2.c 2( )H M⊂ ℂ , I H∈ , ,A B H∀ ∈ , A B H− ∈  (car H  sous-espace vectoriel) AB H∈  (ci-dessus) donc 

H  est un sous-anneau de 2( )M ℂ . 

Le produit n’est pas commutatif. 



3.a. Soit A H∈ . On a ( ) t
A Aσ =  donc ( )t

A Aσ=  i.e. ( ( )) ( )t
A Aσ σ σ=  et donc ( )A Hσ ∈ . 

t
A A=  donc tr tr tr trt

A A A A= = =  donc trA∈ℝ . 

Pour 
a b

A H
b a

 = ∈ − 
. 

2 2
detA a b

+= + ∈ℝ . 

3.b Si 0
a b

A
b a

 = ≠ − 
 alors 0a ≠  ou 0b ≠  mais dans les deux cas det 0A>  donc A  est inversible. 

1 1
( )

det
A A

A
σ− = . Or ( )A Hσ ∈  donc 1

A H
− ∈ . 

Partie III 

1.a ( ) ( )A B B A Hσ σ+ ∈  donc sa trace est réelle. 

1.b 
1

( | ) tr(2 ( ))
4

A A A Aσ= , or ( ) det .A A AIσ =  donc ( | ) detA A A= . 

1.c La linéarité du produit matriciel, de σ  et de l’application trace donne sans peine la bilinéarité de (. | .)  

L’expression ( ) ( )A B B Aσ σ+  est symétrique en A  et B  sont (. | .)  est symétrique. 

A H∀ ∈ , ( | ) detA A A
+= ∈ℝ . 

Si ( | ) 0A A =  alors 0A=  comme on l’a déjà vu en II.3.b. 

2. Comme tr( ) tr( ) tr( ) 0J K L= = = , c’est sans peine qu’on observe que la famille ( , , , )I J K L  est 

orthogonale. 
De plus det det det det 1I J K L= = = = , donc la famille est orthonormale. 
Enfin, on a déjà vu que ( , , , )I J K L  est une base de H , on peut donc parler de base orthonormée. 

3.a Soit A H∈ . On peut écrire A I J K Lα β γ δ= + + +  avec 

( | ), ( | ), ( | ); ( | )A I A J A K A Lα β γ δ= = = = ∈ℝ . 

On a alors tr 2A α=  et par suite ( | ) 0A F A I∈ ⇔ = . 

Donc F  est l’hyperplan dont I  est vecteur normal et donc D  la droite normale. 
De plus , ,J K L  appartiennent à F  et forme une famille orthonormée de 3 dimF=  éléments, c’est donc 
une base orthonormée de F . 

3.b Puisque ( )I  est une base orthonormée de D , 
1

( ) ( | ) tr( ).
2

r A A I I A I= = . 

Puisque v  est la projection complémentaire de r , v I r= −  et donc 
1

( ) tr( ).
2

v A A A I= − . 

3.c ( ) tr( ).A A I Aσ = −  donc 2 Idrσ= −  et ainsi s  est la symétrie orthogonale d’axe D . 

4.a A I J K Lα β γ δ= + + + , B I J K Lα β γ δ′ ′ ′ ′= + + + . 

( )r A Iα= , ( )v A J K Lβ γ δ= + + , ( )r B Iα′=  et ( )v B J K Lβ γ δ′ ′ ′= + + . 

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) | ( ))r AB AB I r A r B v A v B Iαα ββ γγ δδ′ ′ ′ ′= = − + + = −  

et ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v AB J K L J K L J K Lα β γ δ α β γ δ γδ γ δ δβ δ β βγ β γ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + − + − + −  

où on reconnaît ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v AB r A v B r B v A v A v B= + + ∧ . 

 


