CONCOURS COMMUN 2008
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

|PREMIER PROBLEME] CORRECT'ON

‘Partie A - Etude de ¢; ‘

1. Soit P € R [X]. Posons P = aX + B, («, B) € R2.

a+b a+b a+b

e1(P)=a(X—a)(X—Db)— (X— J(aX+B)=—(x > + B)X+ xab + BT.

Ceci montre que @1(P) € Rq[X]. Par suite, @ est une application de R;[X] dans lui-méme.
Soient alors (P, Q) € (R1[X])? et (A, u) € R2.

@1(AP+pQ) = (X—a)(X—=b)(AP' + uQ’) — (X

- a;b)(APJruQ)

a+b atb

A <(><—a)(><—b)P’— (X — )P) +u<(X— QX —b)Q’ — (X - )Q> — @1 (P) + 11 (Q),

et on a montré que

@1 est un endomorphisme de Ry [X].

a+b a+b
2. ¢1(1) = > —Xet @1(X) =ab— >

X. Par suite,

b)? 2 4+ 2ab +b% —4ab —b)?
3.det(M1)=—¥+ab:—a +oa 2: a :_(a 7 ) . Par suite,

@1 bijective & detM1 #0 & a #b.

@1 est bijective si et seulement si a # b. I

4. (a) B est une famille de deux éléments de Rq[X] qui est de dimension 2. Pour vérifier que B est une base de R;[X], il
suffit de vérifier que la famille B est libre.

Soit (A, u) € R2.

AX—a)+uX=b)=0=A+uwX—(aA+bu)=0

>\+u:O < < ; . .
= { aA + by = 0 (car la famille (1,X) est libre

;»{ Fa:_;?)\xzo “A=0=plarasb)

Ainsi, la famille B est libre et finalement

B est une base de R [X].
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b b —-b
at J=(-b+ a—;— J(X—a)= a (X — a) et en échangeant les roles

(b) ¢1(X—a) = (X—a)(X=b) = (X—a)(X—

2

b—a

deaetb, 1 (X—Db) = 3

(X —b). Par suite,

(c) Immeédiatement

1 _
Ensuite, on sait que Pg g, est I'inverse de Py, 5. Or l'inverse de ( $ E ) est m ( fy ocB ) et donc
1 1 b
P35, I ( 1 —a >

(d) Les formules de changement de bases fournissent

M] = PB1 ,BMPB,B1- I

— _ P _p)P —_ aq)\P
(e) Soit p € N. On a MP = (diag(a 5 b, b > a)) = diag((a Zpb) , (® zpa) ) puis
M? = Py, sBMPP3 5,
(a—b)P
1 ([ -a -b > 0 1 b
T b—al\ 1 1 (b—a)P 1 —a
0 Y8
pad

(a—b)P (b—a)?
R - 1 b
" b—a (a—b)P (b—a)? -1 —a

2v 2p

(a—b)P (b—a)? (a—b)P  (b—a)?
_ ] BT tb 2p ab(— v 2 )
" b—a (a—b)P (b—a)? pla—b)’ (b—a)?

2» v > Yo

_b—a)P " (b (~1)Pa ab(1—(-1)P)

—T<1+(1)v —a+ (1) )

vp eN, M} =

(b—a)p! b—(=1)?a ab(l1—(-1)P)
x4 (=1 —a+ (=1)Pb /-

5. (a) T = Vect(I, M1, M3, M3) et donc

" est un sous-espace vectoriel de M (R).

(b) D’aprés la question 4.(e), M3 = i 0 b—a )= ———— 1, puis M3 = MZM; = ———— M.

b—a<b—a 0 ) (b—a)? (b—a)?
4

b— 2
M%:%Izet M3 =

(b—a)?
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a+b

ab

(c) On en déduit que I' = Vect(I;,M7,M3,M3) = Vect(I,M). D’autre part, M; = 2 a+b et en
- _
2
particulier, M n’est pas une matrice scalaire (mz 1 = —1 # 0). On en déduit que la famille (I, M) est libre et donc est

une base de T.

La famille (I, M) est une base de T.

3 8
-1 -3
alors que @1 est la symétrie par rapport a Ker(¢@; — Idg,[x]) parallelement & Ker(@; + Idg, x])-

6.Sia=4etb=2 0onaM;= ( puis d’aprés la question 5.(b), M% = I, ou encore (p% = Idg,[x]- On sait

La question 4.(b) montre que @1(X —4) =X —4 et @1(X —2) = —(X —2). Le polynéme X — 4 est donc un élément non
nul de Ker(¢@q — Idg,[x7) et le polynome X —4 est un élément non nul de Ker(@ + Idg, [x;). Ces deux sous-espaces sont
ainsi de dimension au moins 1. Mais ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans un espace de dimension 2. On en
déduit que dim(Ker(¢@q —Idg, [x;)) = dim(Ker(@1 + Idg,x;)) = 1 puis que (X —4) (resp. (X—2)) est une base de la droite
vectorielle Ker(@1 — Idg, x]) (resp. Ker(¢@1 — Idg, x7))-

@1 est la symétrie par rapport a la droite Vect(X —4) parallélement a la droite Vect(X — 2).

‘Partie B - Quelques généralités sur ¢, ‘

2
On en déduit que @ (P) est un polyndéme de degré inférieur ou égal & n + 1. De plus, si on note a,, le coefficient de X™
dans P, le coefficient de X™*! dans ¢ (P) vaut a,(n —n) =0. On en déduit que @ (P) est un élément de R, [X] et donc
que @, est une application de R, [X] dans R, [X].
La linéarité de ¢, s’établit alors comme a la question 1. et donc

b
7. Soit P in R, [X]. Alors le polynome (X—a)(X—b)P’ est de degré au plus n+1 de méme que le polynéme (X _at > P.

@n est un endomorphisme de R, [X].

8. (a) Pour tout réel x, x>—(a+b)x+ab = (x—a)(x—b). Comme « = max(a, b), la fonction polynéme x — x*—(a+b)x+ab
ne s’annule pas sur ], +ool. T est donc continue sur ]o, +oo[ en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne
s’annule pas sur ]&, +ool.

f est continue sur ], +ool.

(b) Une primitive de f sur T est F : x +— In(x?> — (a + b)x + ab).

(c) Soit y une fonction dérivable sur 1.

~n 2x—(a+b)
2x2—(a+b)x+ab

y solution de (E) sur I & Vx € 1, y’(x) y(x)=0

E1‘()()6‘““")/21_4(x) =0

&xel, y'(x) - %f(x)y(x) =0&Vxel, e M/ 2y (x) — 3

svyxel, (e ™2y)(x) =0
S3ICeR/Vxel e ™M/ 2y(x) =Ce3ICeR/Vxel, y(x) = CenF¥)/2
&S 3ICeR/Vxel, yx) = C(x? — (a+b)x + ab)™?.

Les solutions de (E) sur I sont les fonctions de la forme x — C(x? — (a + b)x + ab)™/?, C € R.
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(d) Soit P € Ry, [X].

PGKGY((Pzp)(E)(X—a)(X—b)P’—n<X— a;b)P:o

Svx el (x—a)(x—b)P'(x)—n(x— a;b) P(x) =0 (car I est infini)
a+b
/ N _
@VXGI, P (X)*mp(x)—o

& 3CeR/¥x el P(x) = C(x? — (a+b)x+ ab)? (d’aprés (c))
&3ICeR/P=CX?—(a+b)X+ ab)P (car I est infini).

Comme (X? — (a +b)X + ab)P est un polynome de degré 2p =n et donc un élément de R, [X], on a montré que

Vp € N*, Ker(gap) = Vect((X2 — (a +b)X + ab)P).

(e) Comme & la question précédente, P est dans Ker(@2p41) si et seulement si il existe C € R tel que Vx € 1,
P(x) = C(x? — (a+ b)x + ab)2P+1)/2,
e Sia=D, cecis’écrit ¥x € I, P(x) = C(x — a)??*! ou encore P = C(X — a)??*'. Dans ce cas, puisque (X — a)
est bien un élément de Ry, [X], Ker(@z2p41) = Vect((X — a)?P*1).
2p+1

2p+1
e Si a #b, ceci s’écrit Vx € I, P(x) = Cy/(x — a)(x — b) s Maintenant, la fonction x — /(x — a)(x — b) n’est
P b= PN 2 (5 — )P+ E
ot

2p+1

pas la restriction & I d’une fonction polynéme (car par exemple 1/(x — a)(x — b)

ce qui n’est vérifié par aucun polynéme). Dans ce cas, seul le polynéme nul est solution ou encore Ker(@p41) = {0}.

{O}sia#b
¥p €N, Ker(@api1) = { Vect((X — a)*1) sia =b

FIN
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