INTEGRATION SUR UN INTERVALLE
QUELCONQUE

1) Convergence d’une intégrale impropre (ou généralisée)
Définition 1 :
Soit f: [a,b] > K CPM,oua€Retbe RU{+o0}.

b
1) i) On dit que l'intégrale [ f(z)dx converge si et seulement si la fonc-
a

y
tion y — / f(z)dz a une limite dans K quand y tend vers b.

ii) Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f(x)dx diverge.

y—b

2) En cas de convergence, on écrit lim ( / f( a:)d:c) / f(z)dx

-

Définition 2 :
Soit f:]a,b] > K CPM,outa € RU{-oc}etbeR.

1) i) On dit que l'intégrale ] f(x)dx converge si et seulement si la fonc-

tion y +— / f(z)dx a une limite dans K quand y tend vers a.

ii) Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale / f(z)dz diverge.

y—a

2) En cas de convergence, on écrit lim ( / (= d:v) f flx

Définition 3 :
Soit f :]a,b| - K CPM, ot a < b€ RU {—o0,+00}. Soit ¢ €]a,b|.

1) i) On dit que l'intégrale / f(x)dx converge si et seulement si les inté-
grales / f(x)dz et / f(x)dx convergent.

ii) Dans le cas contraire, on dit que I'intégrale / f(z)dz diverge.
a

b c b
2) En cas de convergence, on écrit / f(z)dx =/ f(x)dz +[ f(z)dx
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Proposition 4 :

Soit I un intervalle dont les extrémités inférieure et supérieure (dans R) sont
notées a et b respectivement.
Soient f : I — K une fonction CPM et F une primitive de f sur I .

1) [ f(z)dx est convergente si et seulement si lim F'(z) et lim F(x) existent

I T—a xz—b
dans K.
2) Auquel cas on a /f(x)d:z: = lin%’F(:c) - li_r’nF(:c), noté [F(z)]%.
I r—> r—ra

- —~

i:’rgposition S 3
Soit f : |a,b] - K CPM, ou a,b € R.

r—a

b
Si lim f(z) existe dans K, alors l'intégrale f f(z)dz converge.

La Proposition 5 est a adapter au cas de |a,b[ et quand lin}) f(z) existe dans
T
K

Définition 6 :
Soit f: I — K CPM, ou I intervalle de R.

1) L’intégrale f f(z)dx est dite absolument convergente si et seulement si
I

I'intégrale / | f(z)|dz converge.
I

2) On dit aussi que la fonction f est intégrable sur L.

NB :
Si f: I — R et positive alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1) f est intégrable sur I.

2) L’intégrale / f(z)dz est absolument convergente.
I

3) L’intégrale / f(x)dx est convergente.
I

Proposition 7 :
Si f:1—CCPM.

1) /;f(:c)da: converge < (/I Re(f(x))dx et [Im(f(:c))d:c convergent)

|

2) Dans ce cas on a :

/I f(z)dz = f: Re(f(z))dz + i /I Im(f(z))dz
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2) Intégrabilité des fonctions de référence
Proposition 1 : (Intégrales de Riemann)
Soit a € R.

+00
1) i) — dx converge & a>1
1z

+00 1
ii) — dx diverge & a<l
1 T

il | 1

iii) Si a > 1 alors / — dx =
1 z° a—1

+00 1
iv) Siaﬁlalors/ — dz = 400
1 X

1
1
2) i) /0 l_—adm converge & a<l
ok
ii) f — dx diverge & a>1
(a3
0o I

1
1
iii) Sia<1alors/ — dz = ——
0 2° l—«

1
1
iv) SiaZlalors/ — dr = +00
0o
3) Soient a < b€ R. On a:

b
i) /; o dx converge & a<l

O
il —  dx converge & a<l
N g

Proposition 2 : ( Autres fonctions intégrables usuelles)
1) Soit A € R.

+00
i) / e ™ dx converge < A >0
0

+o00 1
ii) Si A > 0 alors / e dx = =
0 A

1
2)[ | In(z)| dz converge.
0

3) Cas des fonctions positives et relations de comparaisons
Proposition 1 :
Soit f : [a,b[— R CPM et positive, ot a € R et b € RU {+0o0}.

b Y
1) ] f(z) dx converge si et seulement si la fonction y / f(z)dz est
a a

majoreée.
b b
2) Si / f(x) dx diverge, on écrit / f(z) dz = 400
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NB1:
De méme, si f :]a,b] - R CPM et positive, ot b€ R et a € RU {—o0}.

1) [ f(x) dx converge si et seulement si la fonction y — f f(x)dz est
a y

majorée.
b b
2) Si / f(x) dx diverge, on écrit / f(z) dz = 40

Proposition 2
Soient f et g : I — R CPM et positives.
Supposons que : [Vz € I, f(z) < g(x)]. On a :

1) ( fl g(z) dz converge) = ( /; f(z) dz converge)
2) ( /[ f(z) dz dz’verge) = ( /I g9(z) dz dz’verge)

NB :

Si g est intégrable sur I alors f l'est aussi.

Proposition 3
Soient f et g : [a,b[— R CPM et positives; ona € R et b€ RU {+00}.
Supposons que f(x) = O (g(z)). On a :

r—

b b
1) / g(x) dx converge —> / f(z) dx converge

b b
)/f(.r) dx diverge —> / g(z) dx diverge

NB1:

La proposition 3 vaut aussi si on remplace f (r) O(g( ’)) par
f(z) = o(g(z)).

NB 2 :

La proposition 3 est a adapter a l'intervalle |a,b|; on a € RU {—oc}.

Proposition 4
Soient f et g : [a,b[— R CPM et positives; ot a € R et b € RU {+0oc}.
Supposons que f(z) art g(z). On a :

T—

b b
1) / g(x) dx converge <= / f(x) dx converge

a
Aut rement dit :

/ f(z) dx et [ g(z) dx sont de méme nature.

NB 1:

La proposition 4 est a adapter a l'intervalle |a,b]; on a € RU {—o0}.
NB2:

La proposition 4 est valable aussi quand f est négative.
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