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Correction

Supposong = o] . La relation f? :%(erI) donnea’l :%(Ot.]+]) d'ou (20> —a—1)I = 0 puis
20 —a—1= 0. Par suitea =1 ou a = —1/2. Inversement ok.

f? =%(f+1) donne2f?—f=1 dol fo(Rf —I)=1 et(2f —I)of=1I.

Par suitef est inversible eff *=2f—1.

ker(f—1) et ker(f+%]) sont les noyaux des endomorphisnfes] et f+%]. Ce sont donc des
sous-espaces vectoriels.

SoitZ € ker(f —I')N ker(f+%]). Onaf(®)=17 et f(i:’):—lf doncZ=o.
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Ainsi ker(f—1) et ker(er%I) sont en somme directe.

Montrons £ = ker(f — I )+ ker(f +%I ) par analyse/synthese.

Analyse : SoitZ € E . Supposons =1+ avecu e ker(f—1I) etv e ker(f+%]).
2

2 F-T=27+2f).

F@) = f(@) + (@) = @ —%T; donci =23 -2 4(z) etii

3 3 3
N o1, 2. 2. 2.
Synthése : Soif € £ . Posonsi = =% +—f(Z) etv=—Z ——f(¥) .
3 3 3 3
S oL W1, 2, . 2, 1, .
Onazrz=u+7, f(u):§f(x)+§f (I):gf(I)+—3I:u doncu eker(f—1)
et f(?;):%f(f)féfz(f):%f(f)f—;f:f—;ﬁ doncf)eker(er%I).

FinalementE = ker(f — I )® ker(er% I).
1 1 1 1, 1. -
=1 —N=f+=f-f-=I=f"-=f—=1=0.
(f+2 )o(f—1) f+2f f > f 2f >
Puisque(f+%[)o(f—]):(~) on aIm(f—I)cker(er%I).
Mais dimIm(f —I)= dimFE — dimker(f —I ) et E =ker(f — )& ker(f+%[ ) donne
dimker(f — I )+ dim kerﬁ”+%] ¥ dimE d'ou dimIm(f —1)=dim ker(f+%]) puis
Im(f—1)= ker(f+%]) par inclusion et égalité des dimensions.
Comme ci-dessuy —I) o (f+%]) =0 donc Im(f+%]) C ker(f —I') puis par égalité des dimensions,
on obtientlm(f+%]) =ker(f—1)
3 2 1 1,, 1 3 1
= = —_ I = — — ] = —I.
[F=ref foz(f+ ) 2f +2f 4f+4
4 ;s 3,, 1 5, 3
= == — _— == — —I.
[ =rof 4f +4f 8f+8
Unicité : Supposong” =a,.f+b,.0 et f" =, .f+5,.]
On a alors(a, —a,).f + (b, —3,).I =0 or f et sontlibres dona, =a, eth =3, .

Existence : Par récurrence sue N .
Pourn=0 : a,=0 etb, =1 conviennent.
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Pourn=1:q =1 etb =0 conviennent.
Supposons la propriété établie au rang O .

n n a, a,
f +l:fof ;-fo(an'f+bn,'j):arz'f2+brl,5f: (E+brz)f+3 :an,+l-'f+bn+l‘[ :

) Q
avec a’n+l = ? + bn et b71+1 =

Récurrence établie.

a ,t+a . , L, , g e s
—L 1 (a,) estune suite récurrente linéaire d’'ordre 2 d’éiquacaractéristique

a
_ n4l _
a’n+2 - 2 + b71+1 -

n

r? = 7“—2&—1 de racined et —%. Par suite il existe\,n € R tels queVneN,q, = /\Jru[?l

a,=0¢etag =1 donne)\:g etu:f%

Finalementvn e N,a, = 2 ——2[——;] .

n—1
Puisqueb, , ==, on a¥n e N’ b, = o1 1Y 1 formule aussi valable pour=0.
2 2 3 3 2
Puisque|—=| <1, on observe effectivement que — 2/3 etb, —1/3.

P’ :ngJrngr—;I :—:23f+—;’1 = p doncp est une projection vectorielle.

Imp= Im[Zer}J]_ Im(f+—1]) =ker(f—1I) etkerp= ker[Eer}I] = kerﬁ”Jr—ll E Imf—1)
3" 3 2 3" 3 2
Finalementp est la projection vectorielle sum p = ker(f —I') parallélement &erp = Im(f —I).

MCL(E) etIe M enprenanth =0 et u=1.
Soit a,3€R et g,h € M. On peut écrireg=\f+ul eth=\f+pu'l.
ag+Bh= (@ +BN)f+ (apu+Bu' ) e M et

! p2 ! !/ ! ! !/ )\)\/ !/ )\)\/
Gh= [T+ XN ) f+pp' T = + A u+7)f+(uu +7)I€M
Par suite M est une sous algébre d€F) .
De plus on observeh = hg . Cette sous-algébre est donc commutative.
(f,I) est famille génératrice dé1 puisque par définitionM = Vect(f,l ).
Par hypothese(f,I) est libre et dondf,) est une base dé1.
FinalementdimM = 2.



