CONCOURS COMMUN 2003

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

Premier probléme CORRECT|ON

I. Quelques résultats préliminaires

1) Soient x €]0,7] et n € N*.

sin%fn(x) = i sin%cos(kx) = % i {sin ((k+ %) X) — sin ((k— %) x)}

k=1 k=1
1 1 . (X ) .
=3 (sm( (n + 2) ) —sin (z)) (somme télescopique)
. . X s
Maintenant, si x €]0, 7, 7 €]0, E] et sin ( ) # 0. On en déduit que
] X
¥n e N*, vx €]0,7, fu(x) =—5 4+ s———————=5 = —= + =gn(x).

272 Sin(zj) 272

X
2) a) Pour tout réel x €]0, 7], on a sin = # 0 et donc gr, est continue sur ]0, 71] en tant que quotient de fonctions continues

sur ]0,7t] dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0, 7.
De plus, quand x tend vers 0, gn(x) = 2f,(x) + 1 tend vers le réel 2n + 1. Donc, g, se prolonge par continuité en 0 en
posant gn (0) = 2n+1. La fonc tion g ainsi définie est continue sur [0, 71] (pour tout réel x de [0, 7], gn (Xx) = 2fn (x) +1).

b) Soit n € N*.

JT[ gn(x) dx = ZJ'T[ fo(x) dx + JT[ dx

0 0 0

_n+ZZJ cos(kx) X—7'[+ZZ

k=1

sin(kx) 1™
=,

=T

vn € N*, fg gn(x) dx = m.

3) a)

cos (%) —1 “x2/(202) X
g(x) = —5~— ~ T =—

/X 32
sin (E) x—0,x>0 06

En particulier, 111% g(x) =0 = g(0). On en déduit que
x—

x>0
g est continue en 0. I
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b) g est de classe C ! sur 10,71 en tant que quotient de fonctions de classe C' sur ]0, 7] dont le dénominateur ne s’annule

pas sur ]0, 7t]. De plus, pour x €]0,7, on a

g (5)sn (5) = (s (5)-1) 3= (3).

9'(x) = X
-2 i
sin? (%)
Or, quand x tend vers 0,
L (2 sin () = (cos (2) = 1) Jeos () = LZ +0bx (% + 0fx)) — (~25 + 0l (1 +o0(1)
sin (= )sin (5 cos ( — 508 (5) == (= +ol)(5 +olx 5.z Tolx))5(1+0
X2  x? 5 x? 5
= 202 Tz TOX) = —g5g FolxY)
42’
fxz/(4cx2) 1
!/ ~ =
et donc g’(x) 2/ 2

¢) En résumeé,
e g est de classe C' sur ]0,71] d’aprés b),
e g est de plus continue sur [0, 1] d’aprés a),
e g’ a une limite réelle quand x tend vers 0.

D’aprés un théoréme classique d’analyse,

g est de classe C' sur [0, 71].

En particulier, g est dérivable en 0 et g’(0) = lin}) gl (x) == ——.
x—
x>0

9'(0) = ——.

I1. Etude d’une suite

4) Soit n € N.

cos ((Zn + 1);) sont de classe C! sur [0,71]. On peut donc effectuer une

2
La fonction g et la fonction x — —
2n+1

intégration par parties qui fournit

cos((ZnJrUX)g(x)]:—Jﬂ— 2 cos((2n+1)§)g’(x)dx

Vn = o 2ntl

N

[_Zn—i-]

_ 2n2+1 J:cos ((2n+1)§)g’(x) dx (car g(0) =0 et cos((zn+1)§) —0).

Par suite,

<
val < n+1

J: jeos (2n+1)3) o 0x)| ax < 2 J:Ig’(x)l ax.

VTL € Nv ‘VT‘Ll S

A 7T
1LA=2 ! .
P ol Jo lg’(x)] dx
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5) Soient n € N* et x €]0, 7.

X 1 1 X . .
fr(x) cos (&) = (_E + zgn(x)) cos (&) (d’aprés la question 1))

1 X sin ((Zn+1)§) cos (g)
&= ()
1 X cos (—) -1 sin ((21’14—”%)
1

— —% cos (—) + %g(x) sin ((2n+ 1)%) + Egn(x)-

sin ((2n+ 1)%) +

Ainsi, pour n € N* et x €]0, 7,

f.(x) cos (%) = —% cos (%) + %g(x) sin ((2n+ 1)%) + %gn(x).

Cette derniére égalité reste valable quand x = 0 par continuité des fonctions f,,, gn et g en 0. On peut alors intégrer
sur l'intervalle [0, 7] et on obtient

rfn(x)cos (2) :—%J' coS (%) dx+%ng(x)sin ((2n+1)§) dx+%J':gn(x) dx

1 T 1
=—= {(xsin (f)} + -vn + n (d’apres la question 2)b))
«/lo 2 2

. ,(71)+1 +7r
= sin % 2vn ik

On a montré que

. o« T 1 T
vneN,Xn—fzsln(&)‘i‘zvn‘i‘z.

D’aprés la question 4), vy, tend vers 0 quand n tend vers +o0o0. On en déduit que la suite (X;,) converge et que

lim X, = X sin (E) + E
o3 2

n— +00 2

6) Soit n € N*.

Xn = J: f(x) cos (%) dx = g J: cos(kx) cos (%) dx = % i Jﬂ {cos ((k+ }x)x)) + cos ((k— }x)x)} dx

1 1

IR L ( > . < ! )
= _ ———sin| (k+ =)x | + ——=sin | (k— =)x
2]; (k+l> o < 1> X

» T 0
“5 3 [atyen (G ) - i (5 )

-5 [ (3) - eyt (3)

-3 (D)X [ - ]
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On a montré que

N _x .. (T noo 1k 1 _ !
V“GN'X“—zbm(a)Zkﬂ( ! {kcxﬂ koc—J’

et donc aussi

n

i (§0 @) X o] ) -5 (345

k=1

III. Détermination de la valeur de I(x)

7) a) Puisque o > 1, la fonction t — T est continue sur [0, +oo[ et donc localement intégrable sur [0, +oo[. De plus,

1 1 1
~ —. Maintenant, puisque o > 1, la fonction t — = est intégrable sur un voisinage de

uand t tend vers 400, ———
d v + T+t tx

400 et positive. On en déduit que la fonction t — est intégrable sur [0, +oo[ et donc que

14t

I(ot) existe.

b) Puisque x > 1, ona 0 < f < 1.

e @ est continue sur ]0, 1], positive et équivalente en 0 & tP~" qui est intégrable sur un voisinage de 0 car p — 1 > —1.
Donc, ¢ est intégrable sur ]0, 1].

e ) est continue sur ]0, 1], positive et équivalente en 0 & t~# qui est intégrable sur un voisinage de 0 car —f3 > —1.
Dong, 1 est intégrable sur ]0, 1].

@ et 1 sont intégrables sur ]0, 1].

8) a) Soit a €]0,1[. On pose t = x* et donc x = t'/* = tP puis dx = BtP~'dt. On obtient

1 1 1
1 1
L 1+ xx dx L“ 1 +tBt dt BLa o(t) dt.

Quand a tend vers 0, a* tend vers 0 et donc, les fonctions @ et t — étant intégrables sur ]0, 1], quand a tend vers

1
1+t
0, on obtient

b) Soit A > 1. On pose t = x~* et donc x = t~'/* =t~B puis dx = —Bt P~ 'dt. On obtient

A 1 AT 1 61 1 =B 1
J] T+ x dx:L 1+t_](76t )dt:BL\ﬂ1—+tdt:BJ' ﬂxﬂ')(t)dt'

1
Quand A tend vers +o0o, A~ % tend vers 0 et donc, la fonction 1\ étant intégrable sur ]0, 1] et la fonction t +— Tr e étant

intégrable sur [1,4oo[, quand A tend vers +o00, on obtient

+oo 1
| s ax=wip.

Par la relation de CHASLES, on a encore
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9) a) SoilentneNettel01].

1 1— (7t)n+1 1 |(7])ntn+l‘ tn+1 e
On(t) 1+t‘ ‘ T—(—t) T+t T+t T+t =
b) Soient n € N et t €]0,1]. On a
_ (4 \n+1 (41 _ 1 n+1
\Gn(t)\:] (—t) _|1 (—t) \§1—H( t) \:1+t < 2 ,
1+t 1+t 14+t 1+t 1+t
et donc
B PAUB
n(t)=t" n(t)] < = t),
a0 = tF 7 lon (1) < 29 = 20(t)
et
B I
A=t Plon (b)) <2—— =2Y(t
at)] = 7 fon (1)) < 25— = 2(1

¢) Soit n € N*. Les fonctions @ et VP, sont continues sur ]0, 1]. De plus, d’aprés la question précédente, |@n| < 2¢ et
[Wn| < 2. Les fonctions 2¢ et 21 étant intégrables sur 10, 1] d’aprés la question 7)b), on en déduit que

vn € N*, @, et P, sont intégrables sur ]0, 1].

10) a) Soit n € N*. D’aprés la question 9)a), on a

1 1 1
1 1
on(t) — —— | tF! dth gt1gh—1 dtzJ' P dt = ———
T+t 0 0 n+p+1

UJM—HMzJ

0

et de méme

1 1 1
on_1(t)—L‘t—f3 dth B dtzJ P dt:;(0<[3<1f0urnit0<1—[:’><1).

Kn(B) KB = | — O O —

0

tendent vers 0 et on a donc montré que

d n tend t
Quand n ten V€YS+OO,n+B+_I e ———

lim Jn(B)=J(B) et lim Kn(B)=K(B).

n— 400 n— +oo

b) Soit n € N*.

k=0 k=0
n n—1 1 n 1 n_1 :
= Z( ])kJ tk+f571 dt + Z( ])kJ tkfﬁ dt = Z(i])k + ( ”k
k=0 0 k=0 0 k=0 k+ k=0 k=p+1
o n-1 n n—1
1 1 1 1
:Z( ])k—+ ( ”k :ocZ(_])k _ (_])k
k=0 k+l k=0 kfl_H b 1T+ ka = 1T—ak+1)
o
Zmi(—”k ] —Oci(—ﬂk_] L =oc+oci(—1)k ] + !
1+ ka 1 — ok 14+ka 1—ok
k=0 k=1 k=1
2
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Donc

vneN, Jn(B) + Kn(B)

c) D’aprés les questions 8), 10)a), 10)b) puis 5)

I(e) = BU(B) + K(B)) = ~

lim (Jn(B) 4+ Kn(B))
X n—+oo

“hm (e E?)X“) o g 6 =)
T
0.4

On a montré que

FIN
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