Résumé MP

Suites et Séries de j
Fonctions

‘I) Modes de Convergences d’une Suite de Fonctions‘

| Définition 1 :| (Convergence simple)

Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans FE.

On dit que la suite de fonctions (f,), converge simplement vers f sur X si
et seulement si

Vee X, lim f,(z)=f(x)

n—-+00

Vocabulaire : f est dite la limite simple de la suite (fy), sur X.

‘Déﬁnition 2: ‘ (Convergence uniforme)

Soit X un ensemble non vide. Soit E' un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans E.

On dit que la suite de fonctions (f,), converge uniformement vers f sur X
si et seulement si

Ve =0, INeN, Vn > N, Vz € X, |fu(z) — f(z)| 2 ¢

Vocabulaire : f est dite la limite uniforme de la suite (f,), sur X.

‘Proposition 3 :‘

Si (fn)n converge uniformement vers f sur X
alors (fn)n converge simplement vers f sur X.
Attention! : La réciproque est en général fausse.
‘Proposition 4 :‘

Supposons que f et les (fy,)n sont bornées sur X. On a :

(fn)n converge uniformement vers f sur X < lim || fn — f ||loo=0
n—-+00

‘Proposition 5 :‘

S'il existe une suite positive (ay,), telle que

2) Vn €N, Vz € X, || falz) — f(2) | om

alors (f,)n converge uniformement vers f sur X.

‘II) Modes de Convergences d’une Série de Fonctions‘

| |

‘Déﬁnition 1: ‘ (Convergence simple)
Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans E.

La série de fonctions E fn converge simplement sur X si et seulement si la

n
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suite de fonction (Sy)y, converge simplement sur X.
n
k=0

‘Proposition 2 :‘

La série de fonctions g fn converge simplement sur X si et seulement si

n
pour tout z € X , la série Z fn(x) converge.
n

Vocabulaire : Dans ce cas, la limite simple de la série de fonctions Z fn(x)

n

+oo +oo
est la fonction x — Z fn(x) notée Z f-
n=0 n=0

Proposition 3 :‘

Supposons que la série de fonctions Z fn converge simplement sur X, et

n
notons S sa fonction somme.

On rappelle que (Vx € X, S(z) = S, (z) + Ry(z)); ou Sp(x) = zn:fk(w)
k=0

La suite de fonctions (R,,), converge simplement vers 0.

‘Déﬁnition 4: ‘ (Convergence absolue)

La série de fonctions E fn converge absolument sur X si et seulement si

n
pour tout = € X | la série Z | fn(z) || converge .
n

‘Proposition 5 :‘

Si la série de fonctions Z fn converge absolument sur X

n
alors elle converge simplement sur X.

| |

‘Déﬁnition 1: ‘ (Convergence uniforme)
Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.
f et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans FE.

La série de fonctions Z fn converge uniformément sur X si et seulement si
n
la suite de fonction (Sy), converge uniformément sur X.
n
ou Sy(x) = Z fr(z).
k=0

‘Proposition 2 :‘

1) Z fn converge simplement sur X
Z fn converge uniformément sur X < "

n 2) (Ry)n converge uniformement ver 0 sur X
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| |

‘Déﬁnition 1: ‘ (Convergence normale)
Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.
Les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans F.

La série de fonctions E fn converge normalement sur X si et seulement si :
n

1) Vn € N, f, est bornee sur X.
2) La serie positive Z | fn lloo converge
n

Proposition 2 :
Soit X un ensemble non vide. Soit £ un evn de dimension finie.
Les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans F.

S’ il existe une suite (), telle que

1) VneN, Vz e X, ||fu(2)] < ay
2) Zan converge

Alors La série de fonctions E fn converge normalement sur X.

n

‘Proposition 3 :‘

1) (Z fn converge normalement sur X > = (Z fn converge uniformement sur X )

n n

2) (Z fn converge normalement sur X > = <Z fn converge absolument sur X )

n n

‘III) Stabilité des propriétés des fonctions par passage a la limite

| |

| Théoréme 1 :|(intervertion des limites)
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
Soit a € X.
Si{ 1)Vn eN, limy o fn(z) =10, € F

2) (fn) CU wvers f sur X
1) La suite (l,,) converge
2) limy 400 (limg—yq fr(2)) = limg_yq (limy, 400 fr(x))
‘Théoréme 2: ‘(Intervertion d’une limite et d’une somme)
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
Soit a € X.

1) Vn eN, limyq frn(z) =1, € F
Siq 2) an CU sur X

n

Alors {
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1) La serie _ 1, converge

+o00 Ix
Alors 2) limy g (Z fn(aj)) = (Z ill}zlz fn($)>
n=0 n=0

‘Théoréme 3: ‘ (intervertion des limites) (Adaptation au cas de a = £00)
E=R et F un evn de dimension finie. X un intervalle de R.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
S'{ 1) Vn e N, limgyyo0 fr(z) =1, € F
2) (fn) CU vers f sur X
1) La suite (1,,) converge
2) limy— 4o (Mg 100 fr (7)) = limg— 400 (liMp— 400 fr(2))

Alors {

| Théoréme 4 :| (Intervertion d’une limite et d'une somme)(Adaptation au
cas de a = £+00)
E=R et F un evn de dimension finie. X un intervalle de R.
f et les fonctions f,, sont définies sur X a valeurs dans F.
A) Supposons que X est un intervalle non majoré de R.
) VneN, limyyi00 fu(z) =1, € F
Siq 2) an CU sur X

Alors lim, o (Z fnlx ) Z ngfw fo(z

B) Supposons que X est un 1ntervalle non minoré de R.
1) VneN, limys_o fr(z) =1, € F

Siq 2) an CU sur X

+oo +00
Alors limg_, oo (Z fn(x)> => lim _ fn()
n=0

n=0

| |

‘Théoréme 1 :‘
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E. Soit a € X.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
A) S'< 1) Vn € N, f, est continue en a
) (fn) CU vers f sur X
B) S'( 1) Yn € N, f, est continue sur X
2) (fn) CU vers f sur X

> Alors (f est continue en a)

> Alors (f est continue sur X)
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‘Théoréme 2 :‘

E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.

f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
1) Vn € N, f, est continue sur X

Si| 2 an CU sur X Alors (S est continue sur X)
n oo
avec S : x —> Z fn(x) sa somme.
n=0

NB : Des fois la convergence uniforme est délicate a établir sur X ; on utilse
alors le résultat suivant :
‘ Corollaire 3 : ‘
E et F deux evn de dimensions finies. X une partie de E.
f et les fonctions f,, sont définies sur X & valeurs dans F.
1) Vn € N, f, est continue sur X

Si| 2 Z fn CU sur tout compact de X | Alors (S est continue sur X)
n

NB : Si on est dans R, on montre la convergence uniforme sur tout segment
[a,b] de X.

| |

‘Théoréme 1: ‘ (Intervertion de limite et intégrale))
[a,b] un segment de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions f,, sont définies sur [a,b] a valeurs dans F.
Si( 1) Vn € N, f, est continue sur [a,b] )
2) (fn) CU vers f sur |a,b]

b b
Alors lim,, (o < / fn(t)dt> - / <ngrfoo fn(t)> dt

| Corollaire 2 :| (Intervertion de 3 et [))
[a, b] un segment de R et F un evn de dimension finie.
f et les fonctions f,, sont définies sur [a,b] & valeurs dans F.

1) Vn € N, f, est continue sur [a,b] b [+oo +o0 b
Si| 2) 3 £, CU sur [a,4] Alors / <Z fn(t)> it =" ( fn(t)dt>
n a n=0 a

| |

\Théoréme 1 :‘

I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur I a valeurs dans F.
1) Vn €N, f, est de classe C' sur I

Si| 2) (fn) CS vers f sur I
3) (f]) CU wvers h sur tout segment [a,b] de I
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1) f est de classe Ct sur I
Alors | 2) (limy, o0 frn) = lim, 400 (f") cad f' = h
3) (fn) CU sur tout segment [a,b] de I
‘Corollaire 2: ‘ (Dérivation terme a terme)
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur I a valeurs dans F.
1) Vn €N, f, est de classe C sur I

2 n CS sur I
i ) > f

3) Zf;l CU sur tout segment [a,b] de I

S

“+o0o
1) S= an est de classe C sur I

Al o N
ol o (§1) £
n=0 n=0

3) an CU sur tout segment [a,b] de I

| Corollaire 3 :| (Classe C*)

I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur I a valeurs dans F. Soit k € N*
1)VneN, f, est de classe C* sur I

)VO0=p=k—1, > fPCSsurl

Si -
3) Zf,gk) CU sur tout segment [a,b] de I
n oo
1) S = Z fn est de classe CF) sur I
Alors n=0

“+oo
V1zp=k SW =3 [P
n=0

| Corollaire 4 :| (Classe C*)
I un intervalle de R et F un evn de dimension finie.

f et les fonctions f,, sont définies sur I a valeurs dans F.
1)VneN, f, est de classe C*> sur I

2 n CS sur I
i ) > f

3) Vp =1, Zf,sp) CU sur tout segment [a,b] de I

S

400
1) S = an est de classe C™ sur I

Alors n=0 too
2) Vp = 1, S® =" f¥)
n=0
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‘ IV) Approximation Uniforme‘

‘Théoréme 1 :‘
Soient F' un evn de dimension finie et [a,b] un segment de R.

Toute fonction continue par morceaux sur [a,b] a valeurs dans F' est limite
uniforme d’une suite de fonctions en escaliers.

‘Théoréme 2: ‘ Soit [a, b] un segment de R.

Toute fonction , réelle ou complexe, continue sur [a,b] est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales.

Autrement dit :

Il existe une suite (P, )nen de fonctions polynomiales telle que

lim || P, —f =0
n—s

“+o0o

ol

| lloo=sup{ [f(2)| / @ € [a, b]}
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