CORRECTION

Partie I

1.- Le noyau de D est constitué des fonctions f, de classe C* sur R, telles que f' = 0. Ker(D) est donc ’ensemble des
fonctions constantes sur R.

Probléme 2

Soit f une fonction de classe C* sur R. f est en particulier continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F
une primitive de f sur R. F est un élément de E tel que F/ = f.
Ceci montre que tout élément de E est dans Im(D).

Ker(D) = {fonctions constantes} et Im(D)=E.

2.- Soient a, b et ¢ trois réels tels que pour tout réel t, afq(t) + bfa(t) + cf3(t) = 0. On écrit cette égalité dans le cas
ficulier oft £ = 0, t = 7= et t = 2. On obtient le systé
particulier o t =0, t = — et t = —=. On obtient le systéme
V3 V3
a+c=0
e™/V3a 4 e/ (2V3)p =0
e2/V3q e/ V3c =0

c=—a a=20
Mais alors b=_elV3M/2q et donc c=0 .
(e2/V3 4 e=m/V3)q =0 b=0
3.- Quand t tend vers 0,
t2 t t 2 3t2
(aﬁ+bf2+cf3)(t):a(1+t+7+o(t2))+b(1 2+o( i—i—o ))—I—c(]fz—l—g—l—o(tz))(]f?—l—o(tz))
t? t. tV/3 t  t? 3t? )
=a(l+t+5)+b(1 = 3) () +e(l =5+ )1 = ) +o(t?)
:(a+c)+(a+£b—lc)t+(la—ﬁb—lc)tZwLo(tz)

2 2 2 4 4

Puisque la fonction af; + bf, + cf3 est la fonction nulle, quand t tend vers 0, on a aussi

(afy +bfa 4+ cf3)(t) = 0+ 0.t + 0.t% 4+ o(t?).

Par unicité des coefficients d’'un développement limité, on a alors

a+c=0
V3,
] a-+ 7\/2— EC =0
—a——b— 1c =0
247 3 4
La premiére égalité fournit ¢ = —a. La deuxiéme s’écrit alors za + Tb =0 ou encore b = —v/3a. En reportant dans
1 3 1
la derniére équation, on obtient (= + = 4+ ~)a =0 et donc a =0. Puis b=—V3a=0et ¢ =—a =0.

27371

4.- Pour tout réel t, on divise les deux membres de 1’égalité af;(t)+bf,(t) +cf3(t) = O par le réel non nul et. On obtient

VteR, a+b.e3Y?sin <¥> +c.e 32 cos (?) =0 (%).

b.e 32 sin <¥> +c.e 32 ¢cos (t\/_>
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Pour tout réel t,

< ([bl + [cl)e 32,




tv3 tv3
Par suite, 'expression b.e~3*/2 sin <T\/— +c.e 32 cos T\/_ tend vers 0 quand t tend vers +oo.

En passant & la limite quand t tend vers +o0o dans I’égalité (x), on obtient alors a = 0. Aprés simplification par le réel

non nul e 32, il reste
vVt € R, b.sin <¥) + c. cos (t\2/§> =0.

T 2
En évaluanten t = — et t =

V3 V3

, on obtient b=c =0.

En résumé,

V(a,b,c) € R?, (afi +bfr+cfz=0=a=b=c=0).

La famille (fq,f2,f3) est une famille libre de E ou aussi une base de G.

5.- OnaD(f;) =1, D(f2) = f%fz + ?fg et D(f3) = f§fz — zf3. Mais alors, pour tout réels a, b et ¢, on a
D(afy + bf; +cf3) = af; + <—%b — ?c) fa+ <?b — %c) 3.

Ainsi, I'image par D d’un élément de G est encore un élément de G et donc

G est stable par D. I

6.- Les égalités de la question précédente fournissent immeédiatement

0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 V3 0o 21 V3 0o 1 V3
7- M2= 7 7 7 7 = 7 7 . Puis
o V3 1 o V3 1 o V3 1
2 2 2 2 2 2
1 0 0 1 0 0
1 V3 1T V3 100
Mi=mM2i=| O —5 & O =5 S5 =01 0]|=5
o V31 o V3 1 0 01
2 2 2 2

8.- La question 7.- montre que M est inversible et que

9.- La matrice de I’endomorphisme D dans la base B est inversible et donc

D est un automorphisme de G. I
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10.- Puisque M~ = M?,

(D) ' =D?
Partie 11
11.-
i i f! !’
1 f1(0) =1 f1(0) =1 f1(0) =1
2 f2(0) =0 5(0) = @ f7(0) = 7@
2 2
3 f3(0) =1 1“(0)27l 1“’(())27l
3 3 2 3 2
Pour calculer les f{(0) et f{(0), on a utilisé les égalités
1 3
fﬁ = —Efz + %fg
V3, 1
fé - 77][2 - zf:),
qui fournissent aussi
1 3
i = —Efé + %fg
V3, 1
fy =—=-f—5f;

12.- Montrons que @ est un produit scalaire sur G.
e Soit (g,h) € G @(g,h) = g(0)h(0) + g’(0)h'(0) + g”(0)h"(0) = h(0)g(0) +h’'(0)g’(0) +h"(0)g”(0) = ¢@(h, g)
Donc ¢ est une forme symétrique.
e Soient (A1,A2) € R? et (g1,92,h) € G3.

@©(A1g1 +2A292,h) = (A1g1(0) +A292(0))h(0) + (A1g7(0) +A295(0))h/(0) + (A1g7'(0) +A2g5'(0))h"(0)
= Ai(g1(0)R(0) + g7 (0)h'(0) + g7'(0)h"(0)) + A2(g2(0)h(0) + g3 (0)h'(0) + g5’ (0)h"(0))
=NMo(g1) +A20(92).
Ainsi, @ est linéaire par rapport a sa premiére variable et donc bilinéaire par symeétrie.

e Soit g € G. Posons g = af; + bf, + cf3 ou a, b et ¢ sont trois réels.
D’aprés la question 5.-, on a

1. V3 V3.1
I* —_— PR — —_— —_—
g—aﬁ-l-( 2b zc>fz+<2b zc>f3 (s % ).

3 1
D’apreés le tableau de la question 11.-, on a g(0) = a+ ¢ puis ¢'(0) = a+ %b -3¢ et , en dérivant la relation (x %),
1. V3 \V3 (V3 1 \1 V3,
" _ A T At Vo [ Vo, T B e N
g(O)—a+<2b 2c> > <2b zc>2 a 2b 2c.

Donc

i1\ Vi 1\
V(a,b,c) € R, @(af; +bfs +cfs, af; +bfa +cf3) = (a+c)> + <a+ 7b——c) + (a—Tb——c> .
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Pour tout g de G, on a déja ¢(g,g) > 0 ce qui montre que la forme @ est positive. De plus,

c=0
2 2
3 3 \/3 1._
(p(g,g):O(:}(a-i-C)z-l— +£b——c + afibf—c & Tb ZC_O
2 2 2 \/§ 1
a— — -c=0
2 2
c=-—a
3 \/g c=-—a c=-—a
&{ 30+5b5=0 o) Bat4b=0 &{ b=v3a Sa=b=c=0.
3 V3 V3a—-b=0 2V3a=0
-a——b=0
2 2
@ est donc une forme définie positive sur G.
En résumé, @ est une forme bilinéaire symétrique définie positive et donc un produit scalaire sur G.
@ est un produit scalaire sur G. I
13.- Toujours a partir du tableau de la question 11.-, on a
V3 V3 11 V3 V3
o(f1,12) —0+777 =0, o(f1,f3) =1—35 -5 =0ct o(fs,f3) =0— =+ = =0.

La base B est orthogonale. I

14.- @(f1,f1) =1+1=2=#1. Donc

La base B n’est pas orthonormeée. I

Partie I11

15.- Soit f une solution de (£) sur R. Par définition, f est déja trois fois dérivable sur R.
Soit alors n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Supposons que f soit n fois dérivable sur R. Puisque "/ = f, "/ est
n fois dérivable sur R ou encore f est n + 3 fois dérivable sur R et en particulier n + 1 fois dérivable sur R.

On a montré par récurrence que toute solution de (£) sur R est indéfiniment dérivable sur R et donc que

toute solution de (£) sur R est de classe C* sur R.

(Ainsi, les solutions de (£) sur R sont des éléments de E).

16.- Soit P un polynoéme tel que P/ = P. Si P n’est pas le polynome nul, alors deg(P"’) < deg(P) et en particulier
P’ # P. Réciproquement, le polyndme nul est bien solution de (&) sur R.

La fonction nulle est la seule solution polynomiale de (£).

17.- A la question 7.-, on a établi que M3 = I3. On en déduit que D3 = Idg ou encore la restriction de D3 — Idg a G
est nulle. Ceci montre que

G C Ker(T),

ou encore toute combinaison linéaire de f1, f2 et f3 est solution de (£) sur R.
18.- Soient f une solution de (&) sur R et g =" + f' + f. Alors g est dérivable sur R et
gI:_‘:/I/<|>_‘:/I<|>_‘:/ :f+f”+f/ — g
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Donc g est solution de ’équation y’ =y sur R.

19.- Les solutions de ’équation différentielle y’ —y = O sur R sont les fonctions de la forme t — Aet ol A est une
constante réelle.

20.- L’équation caractéristique de ’équation différentielle y” +y’ +y = 0 est zZ + z+ 1 = 0. Cette derniére équation

admet pour solutions les nombres z; =j = e 1/2e1V3/2 o 2 =j=e /2 e~ 1V3/2,
On sait alors que les solutions sur R de I’équation y” +y’ +y = 0 sont les fonctions de la forme

V3 V3
t—e Y2 Acos i + Bsin i .
2 2
Une base de I’'ensemble des solutions sur R de ’équation y” +y’ +y = 0 est donc (f2, f3).

A
21.- Une solution particuliére sur R de I’équation y” +y’ +y = Aet est bien sur la fonction t — = e'. On sait alors que

3

les solutions sur R de I'équation y” +y’ 4+ y = Ae' sont les fonctions de la forme
A tv3 tv3
t— get +e /2 (Acos (T\/—> + Bsin <T\/—>> , (\,A,B) € R3.

22.- les questions 18.- & 21.- montrent que toute solution de (£) sur R est une combinaison linéaire de fq, f; et f3 et
donc un élément de G. Ainsi, Ker(T) C G, et finalement

Ker(T) = G,

ou encore les solutions de (£) sur R sont les combinaisons linéaires de fy, f, et 3.

FIN
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