CONCOURS COMMUN 2008

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

CORRECTION

Deuxiéme probléme

Etude d’une fonction

Inx
21. f est bien définie sur ]0, +oo[ et pour x > 0, f(x) = e™*/*. Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, — tend vers
X

Inx
—o0 et donc f(x) tend vers 0 et quand x tend vers +oo, — tend vers 0 et donc f(x) tend vers 1. La courbe représentative

X
de f admet ainsi les droites d’équation x = 0 et y = 1 pour droites asymptotes.

f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,

1
—xx—Inx

f/(X) _ X elnx/x —

1— IHXXVX
2 2 :
X X

Sur ]0, +ool, f'(x) est du signe de 1—In x et donc f’ est strictement positive sur ]0, e[ et strictement négative sur ]e, +ocol. Par
suite, f est strictement croissante sur ]0, e] et strictement décroissante sur [e, +oo[. En particulier, f admet un maximum
en e et ce maximum vaut f(e) = e'/¢.

22. Puisque Xl_i}r(r)lJr f(x) = 0, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

23. Soit x > 0.
1
flx) =f(0) e™¥/*  (=1+-)x
x—0 X
1 f(x) —f(0
Or lim (—1+ —)Ilnx = —co et donc lim M = 0. On en déduit que
x— 0+ X x— 0+ x—0

f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

24. f est continue et strictement croissante sur ]0, e]. f réalise donc une bijection de ]0, €] sur ]f(01), f(e)] =]0,e'/¢]. On
note ! la réciproque de cette bijection.

25. f est continue sur 10, e] et donc f~! est continue sur ]0, e'/¢]. f est dérivable sur ]0, e[ et f’ ne s’annule pas sur 10, e[.
Par suite, ! est dérivable sur ]0,e'/¢[. Mais f’(e) = 0 et donc f~! n’est pas dérivable en f(e) = e'/€.

f~1 est continue sur )0, e'/€], dérivable sur ]0, e'/¢[ mais non dérivable en e'/€.
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Etude d’une suite

26. Pour tout réel t, ®1(t) =1t =1 et donc Yn € N, t,, = 1. Dans ce cas, lim t, =1.

n—-+oo

27. Soit x € R. La fonction @, est continue sur R et en particulier en le réel h(x). Par passage a la limite quand n tend
vers +oo dans I'égalité t,1 = @y (tn), on obtient h(x) = O (h(x)).

Vx € R, h(x) = O (h(x)).

n(x))1/h(x)

En particulier, pour tout réel x, on a h(x) > 0 et h(x) = x"*). Mais alors f(h(x)) = h(x)"/M*) = (x =X.

vx € R, f(h(x)) = x.

28. Soit x > 1. @y est la fonction exponentielle de base x et puisque x > 1, on sait que @y est strictement croissante sur
R.

29. Soit x > 1. Montrons par récurrence que Yn € N, t,, < tni1.

ot; =D, (to) =x' =x > 1=tg et I'inégalité est donc vraie quand n = 0.
e Soit n € N. Supposons que t, < tn41. Puisque la fonction @y est strictement croissante sur R, on en déduit que

thi1 = (Dx(tn) < (Dx(tn+1) =tnt2-

On a montré par récurrence que Vn € N, t,, < tn41.

si x > 1, la suite (tn)nen est strictement croissante.

30. Soit x €]1, e'/¢]. Montrons par récurrence que ¥n € N, t,, < e.

o tp = 1 < e et I'inégalité est donc vraie quand n = 0.
e Soit n € N. Supposons que t,; < e. Puisque la fonction @y est strictement croissante sur R, on en déduit que

ti1 = Ox(tn) < Oy (e) =x° < (e/€)¢ =e.

On a montré par récurrence que vn € N, t, < e. Mais alors, la suite (tn)nen est croissante et majorée par e. La suite
(tn)nen est donc convergente.

si x €]1,e'/¢], la suite (tn)nen est convergente.

31. Soit x €]e'/¢, 4+-00[. Supposons par I'absurde que la suite (tn)nen converge. D’aprés la question 27., le réel h(x) vérifie
f(h(x)) = x. Mais alors x € (]0, +oo[) et d’apres la question 21., x < e'/¢. Ceci est une contradiction et donc la suite
(tn)nen diverge. Plus précisément, puisque la suite (tn )nen est croissante, hIJIrl th = +o0.

mn— +0o

six €le!/€ oo, lim tn = 4oo.
n— +oo

32. Soit x €]0,1[. @, est la fonction exponentielle de base x avec x < 1 et dans ce cas, la fonction @, est strictement
décroissante sur R. Mais alors, la fonction @, o @, est strictement croissante sur R.

33. Soit x €]0, 1[. Montrons par récurrence que Vn € N, to 11 < ton.

o t; =x < 1=1tp et 'inégalité est donc vraie quand n = 0.
e Soit 1 € N. Supposons que tan4+1 < tan. Puisque la fonction @y o @y est strictement croissante sur R, on en
déduit que

tongz =D0xo0 ®x(t2n+1) <®,o0 (DX(tZTL) = tin2-
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On a montré par récurrence que Vn € N, ton11 < ton.

YneN, tongr < ton. I

34. Soit n € N. Puisque la fonction @4 o @, est croissante sur R, on a

Sgn(t2n+4 - t2n+2) = Sgn((Dx o (Dx(t2n+2 —®yo0 (Dx(tZH)) = Sgn(t2n+2 - th)-
Ceci montre que la suite (to2n )nen est monotone. De plus,
t) =D 0D (tg) = x(x1) = gxInx 7 to car x €]0, 1],

et la suite (ton )nen est croissante.

Soit 1 € N. On a ton > tani2. Puisque la fonction @, est décroissante sur R, on en déduite que tyni1 = Ox(t2n) <
Dy (tana2) = tanss et donc la suite (tana1)nen est croissante.

La suite (tyn)nen est décroissante et la suite (tzni1)nen €st croissante.

35. Ainsi, pour tout n € N, on a t7 < ton1 < ton < to. Mais alors, la suite (tan)nen est décroissante et minorée par t;
et de méme, la suite (t2n41)nen est croissante et majorée par to. On en déduit que les deux suites (ton )nen €t (t2n1)nen
sont convergentes.

Les deux suites (t2n )nen €t (tani1)nen sont deux suites convergentes vérifiant la relation de récurrence : Vn € N, up 1 =
D, 0 Dy (un) (x). Soit £ la limite d’une telle suite. Par continuité de la fonction ®, o @, sur R et donc en £, quand n
tend vers +oo dans I’égalité (%), on obtient £ = @, o ®,({) et donc £ est un point fixe de @, o 0.

Enfin, pour n € N*, on a t,, = O, (tn,_1) € [0,1] et donc les limites des suites (tzn)nen et (t2n41)nen sont dans [0, 1].

Détermination des points fixes

1
36. Soit x € [EJ [ Alors, —1 < Inx < 0 puis 0 < (Inx)? < 1 et donc

g’(0) = (Inx)>’x—1<x—1<0.

Mais alors, puisque la fonction g’ est décroissante sur [0, 1] et que g’(0) < 0, la fonction g’ est strictement négative sur
[0, 1] et donc la fonction g est strictement décroissante sur [0, 1]. En particulier, I'équation g(t) = 0 a au plus une solution
dans [0, 1] ou encore la fonction @y o @y a au plus un point fixe et donc exactement un point fixe dans [0, 1] (O o Dy a
au moins un point fixe dans [0, 1] puisque la suite (tan)nen converge vers un tel point).

On en déduit que les suites (ton)nen €t (t2ni1)nen convergent et ont méme limite. On sait alors que la suite (tn)nen
converge.

1
Sixe [E,l [, la suite (tn)nen converge.

1 1 1 1
37. Soit x € [ee, S { Alors, —e < Inx < —1 puis 1 > s Inx > - et finalement 3 = — Inx — 1 < 0. La fonction g’ est

donc négative sur [0, 1] et méme strictement négative sur [0, 1]\ {a}. La fonction g est de nouveau strictement décroissante
sur [0, 1] et comme & la question précédente

1
Sixe {ee, - [, la suite (tn)nen converge.
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38. D’aprés le résultat admis au début de la page 4, g’ (p) = (Inx)? D (p) (Do D) (p)—1 = (Inx)2xpxp—1 = (plnx)?—1.
Mais I’égalité @ (p) = p fournit xP =p et donc plnx = Inp. Finalement, g’(p) = (Inp)? — 1.
1
Puisque p < —, on a Inp < —1 puis (Inp)? > 1 et finalement g’(p) > 0. Le tableau de variations de g montre alors que
e
Y <p<bo.
Puisque g est strictement croissante sur [y, 8], ’équation g(t) = 0 admet exactement une solution dans [y, 8] & savoir p.
D’autre part, g(0) x g(y) = x x g(y) < 0 et puisque g est continue et strictement croissante sur [0,y]. L’équation g(t) =0
admet une et une seule solution py dans [0,y] telle que 0 < p; <.
Enfin, g(1) = x*—1 < 0 car x < 1 et g(6) > 0. Puisque de plus g est continue et strictement décroissante sur [d, 1],
I’équation g(t) = 0 admet une et une seule solution p, dans [, 1] telle que 6 < p2 < 1.

En résumé, 1’équation g(t) = 0 admet trois solutions py, p et p vérifiant 0 < p; <y <p < d < p2 < 1 ou encore

@, o @ posséde trois points fixes p1, p et p2 vérifiant 0 < p1 <y <p<d<p2 <l I

39. Montrons par récurrence que Vn € N, py < ton,.

e ty =1 > py et l'inégalité est vraie quand n = 0.
e Soit n € N. Supposons que p2 < tzn. Alors puisque la fonction @, o @ est croissante sur R, on en déduit
que p2 = O, 0 q)x(pZ) <Oyo0 (Dx(th) =ton+2-

On a montré par récurrence que Vn € N, py < ton,.

Mais alors, la suite (tan)nen converge vers un point fixe de @ o @y (d’aprés la question 35.) qui est élément de [py, 1].
Cette limite ne peut étre que py et donc

Si x €]0, e €[, la suite (tan)nen converge vers p;.

40. Supposons par 'absurde qu’il existe un rang ng tel que ton,+1 > p. Puisque la fonction ¢ est décroissante sur
R, on en déduit que trn,+2 = Px(tony,+1) < Ox(p) = p. Ceci contredit le résultat de la question précédente et donc
meN, tonyr <p.

La suite (tan41)nen converge donc vers p1 ou p. Mais alors les suites extraites (ton)nen €t (t2ns1)nen convergent vers
des limites distinctes. On en déduit que la suite (tn)nen diverge.

Si x €]0,e €[, la suite (tn)ney diverge.

FIN
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