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Exercice 1

1. Soit x € R.

to—t>

e L'applicationt +— e est continue sur R

1
e Enoutre e = o= ), doncelle est intégrable.
|#|—+o0 t2

2. Soith : (x,t) € R2—s elv=t

e Pour tout z € R, t — h(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur R

— . . o"h .
e Pour tout n € N*, l'application & admet une dérivée partielle ey donnée par Y(z,t) €
x

2 anh n t:vft2 s N s . .
R —(z,t) = t"e , continue par rapport a la premiére variable, continue par morceaux
T Oz

par rapport a la seconde

e Soit [a,b] C Retn € N*. Pour z € [a,b], on a tz < ~v|t|, avec v = max(|al, |b|). Posons alors
©n : t € R |t|" €=** . Une telle fonction est positive, continue et intégrable telle que :
o"h

Y(z,t) € [a,b] X R, ’axn(x,t)‘ < pn(t)

Par le théoreme de dérivation sous-signe intégrale f est de classe C* sur R et

+oo
VpeN*, Ve e R, fP(z)= / tPetr=t" 4t

oo

+oo
3. D’apres l'expression de la dérivée f/, on a f'(0) = / te="’dt. Mais t —> te~* est impaire et
— 00

+oo
intégrable sur R, donc / te=t'dt =0

— 00
4. Soitz € R. Les deux fonctions t — t et t — e*~** sont de classe C* sur R telles que ‘ |lim tet*=1* = 0.
t|—+o0
Alors par intégration par parties

flz) = /+<>0 vt gt

— 00
o) +00
= [te“—ﬂ - / t(x — 2t)el ™1 dt
S —o0
+oo 5 +oo 5
= —x/ tetrt dt+2/ t2et* " qt
— 00 — 00

= —af'(x) +2f"(z)

5. Lafonction ¢ : x — zf(x) — 2f'(x) est dérivable sur R de dérivée f(z) + = f'(z) — 2f"(x) = 0, donc il
s’agit d'une fonction constante sur l'intervalle R. Avec ¢(0) = —2f/(0) = 0, alors ¢ = 0.

6. D’apres la question précédente f est solution de ’équation différentielle linéaire y' — gy = 0, donc il

+oo
existe a € R tel que f(x) = ae’ . La condition a = f(0) donne a = / e dt =7

— 00
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Exercice 2

1. Soitz € R*.

. —1)ntt g . . .
e La série g Le " est alternée vérifiant le critere spécial des séries alternées, car pour tout
n

[unt1 ()| n__, e " o
= e < let —— 0, donc elle converge. Ainsi la convergence
|t ()| n+1 N n—+oo & &

n>1ona

simple de la série Z U,

n>1

e En outre pour toutz € R" etn >1,0ona

too k41
Z (=1)** okl < 1 e— (e o 1 7
et n+1 n+1

avec ——— 0. On en déduit que la série converge uniformément sur R*.

n+1 no+too

2. Pour tout n € N*, l'application u,, est continue sur R. De plus la série E uy, converge uniformément
n>1
sur RT, donc la fonction somme g est continue sur R+.

3. e Pourtout n > 1, I'application u,, est de classe C* sur R et u,(z) = (—1)"e™"".

o la série g u, converge simplement sur R .
n>=1

e s0it [a,b] C R}.Pourz € [a,b]etn > 1,0na

—nx —na

|up ()| = e <e

La série géométrique E e~ ", de raison e~ * €]0,1], converge, donc la série E u, converge
n>1 n>1
normalement sur [a, b], donc elle I'est uniformément

Par le théoréme de dérivation terme a terme, la fonction g est de classe C' sur R, et pour tout z € R% :

g'(x) = +Z°O (—1)re " = f (rem) = 0
n=1 n=1 1 te®

4. D’apres la question précédente, il existe o € R tel que
Ve eRL, gx)=In(l+e™")+

Par passage a la limite lorsque z tend vers 0" et par continuité de g et de In, on obtient g(0) = In(2) + a.
Avec la donnée g(0) = In(2), on tire

VeeRy, g(z)=In(1+e™)

Probléme

1% partie

Un isomorphisme canonique de M,, (C) sur son dual (M, (C))"

1.1. Soit A € M,, (C). L’application T4 est bien définie de M,, (C) a valeurs dans C.
Soit M, N € M, (C)et A\ € C.Ona

TA(AM+N) = Tr(A\M + N))
Tr (AAM + AN)
= ATr(AM)+Tr(AN) = AT4 (M) + T4 (N)

Comme T4 est & valeurs dans C, donc T4 est bien une forme linéaire sur M,, (C).
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1.2. Soit®: Ae M, (C) — Ta € (M, (C))".
1.2.1. Soit A, B € M,, (C) et A € C, alors pour tout M € M,, (C),ona:

®(AA+B)(M) = Tiayp (M)
— Tr((M+ B)M) = Tr AMAM + BM)
— ATy (AM) + T (BM) = ATA(M) + T(M)
= (Ap(A4) +¢(B)) (M)

Ceci vrai quelque soit M € M,, (C), donc & (AA + B) = AD(A4) + O(B).
1.2.2. Soit A = (aij),; j<,, € ker (®). Soit (7, j) € [1, n]?, le calcul de AE;; donne

AE;,; = Z ZamEuEm = Z ak,j By
k=1

k=1/=1

On tire donc T4 (E;;) = Tr (AE;;) = Tr (Z akJEk.ﬂ-) = a;;, puis a;; = ®(A)(E;;) = 0. La
k=1
matrice A est donc nulle et ker(®) = {0}.
1.2.3. Vu dimM,, (C) = dim (M, (C))" et ® endomorphisme injectif, alors il s’agit d’un isomorphisme
d’espaces vectoriels et, par suite, pour toute forme linéaire ¢ € (M, (C))" il existe une unique
matrice A € M,, (C) telle que ¢ = ®(A) =Ty

1.3. H est un hyperplan de M,, (C), donc il existe une forme linéaire non nulle 1) telle que H = ker(¢)). La
question précédente justifie I'existence d'une matrice A telle que ¢ = T4 et comme % est non nulle,
alors A # 0.

1.4. Par hypothese A # 0, alors T4 # 0, en conséquence il existe C € M, (C) telle que To(C) = 1
et M, (C) = ker(T4) ® Vect (C). Pour M € M, (C), il existe @« € C et Ma € ker(T4) tels que
M = My + aC et puisque ker (T4) C ker (Tp), alors Tg(M) = aTg(C). Posons A = Tg(C), alors il
vient Tg(M) = Ao = XT4 (M) = Tra(M), soit &(B) = ®(AA), par injectivité de @, on a bien B = \A

1.5. Posons M = (mi;)i¢; <, € N = (nij),¢; ;c,,- Par définition du produit matriciel, on a MN =
n n
(Z mi,knkﬂ-) et NM = (Z ni7kmk7j> , et par définition de la trace Tr (MN) =
1<i,j<n 1<i,5<n

Zm ki et Tr (NM) = Z anm;“ Ceci prouve que Tr(MN) = Tr(NM).
=1 k= 1=1 k=1

1.6. Soit M € M,, (C), ona

—

Ta(M)=Tr(AM) = Tr (PBP™'M) = Tr (BP""MP) =T (P~'MP)

On conclut donc que M € H 4 si, et seulement, si P"'MP € Hp, ainsi Hq = PH gP~1

2°™ partie
Etude du noyau ker(T,) pour A € M, (C) non nulle de trace nulle.

2.1. H4 est le noyau de la forme linéaire non nulle T4, donc il s’agit bien d’un hyperplan et sa dimension
est évidemment 3.

2.2. On suppose dans cette question que A est semblable a R = (())\ 2)

221.OnaTr(R) = A+ pu = Tr(A) = 0, donc p = —A. En outre si 4 = 0, alors R = 0, puis A = 0.
Absurde, donc i # 0.

b Aa Ab
d) € My (C), ona RM = (—)\c \d

donc que M € Hg si, et seulement, si A(a — d) = 0 si, et seulement, si a = d. Ainsi Hg =

{<‘CL 2) , (a,b,¢) € <C3}
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2.2.3. Les deux matrices C = <0 1) et D = (O 2) sont dans Hy dont le produit CD vaut

10 0 0
0 0
(0 2>¢HR‘

2.2.4. Les deux matrices PCP~! et PDP~! sont dans H 4 dont le produit PCDP~! ¢ H 4.
2.3. On suppose que A n’est pas diagonalisable dans M, (C)

2.3.1. Par hypothese Tr(A4) = 0, donc x4 = X? + det(A). Si det(A) # 0, alors x4 est scindé a racines
simples et A sera diagonalisable, ce qui est absurde, donc det(A) = 0, puis x4 = X?, soit A est
nilpotente non nulle, donc elle est semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte non nulle.

Ainsi il existe « € C* et P € GL; (C) tels que A = PRP~!, avec R = <8 g)

a b

2.3.2. Soit M = ( ac ad
c d

)EMQ((C),onaRM:(O 0

) et Tr(M) = ac. On conclut donc que M € Hg

si, et seulement, si ac = 0 si, et seulement, si ¢ = 0. Ainsi Hr = { (8 b) , (a,b,d) € C3}.

2.3.3. e D’apres la question précédente, Hr est I'ensemble des matrices triangulaires supérieures
d’ordre 2, qui est une C-algebre.

e Lapplication ¢ : M — PM P! est un automorphisme d’algeébre de Mz (C) et Ha = ¢ (HRr),
donc H 4 est une C-algebre, donc elle est stable par le produit matriciel

3" partie
Etude des hyperplans de M,, (C) stables par le produit matriciel
3.1.

3.1.1. Si¢ (I,) =0, alors I, € ker (¢)) = H.
3.1.2. Soit M € M,, (C) telle que M? € H.
i) Onavy (M —AL,) =y(M) - (I,) =0,donc M — A,, = My € H. Par stabilité de H par le
produit matriciel, il vient (M — AL,)* € H.
(ii) Les deux matrices M et Al, commutent, alors par la formule de bindme de Newton
(M — AL,)* = M2 — 2AM + A21,,, soit, par stabilité de A\?1,, — 2AM = (M — M) — M2 eH
(iii) D’une part ¢ (AL, — 2AM) = A2y (I,,) — 2\(M) = —A%)(1,,) et d’autre part AL, — 2AM €
H = ker(¢)), donc —A\?¢(1,) = 0, puis A = 0, car ¢(I,,) # 0. Enfin M = My € H
3.1.3. Soit 4, € [1,n] tels que i # j.Ona E}; = §; ;E; ; = 0 € H, alors par la question précédente on
tire Ei,j € H.

3.1.4. Soit i € [1,n], on choisit j € [1,n] \ {i}. Ona E;;, = E, ;.E,; et comme E, ; et E; ; sont dans H et
'H est stable par le produit matriciel, alors E; ; € H.

n
3.1.5. H est un sous-espace vectoriel, alors par stabilité par combinaison I,, = Z E;; € H. Absurde. On
i=1

conclut que I'hypotheése I,, € H
3.2. e Soit N € ker(T4), alors N € H et par stabilité de H par le produit matriciel on obtient MN € H,
soit Tr (AMN) = 0, c’est-a-dire N € ker (T 4ps). Ainsi l'inclusion ker (T 4) C ker (T aar).
e Comme A # 0, le résultat de la question 1.4. s’applique, donc il existe un nombre A»; tel que
AM = My A ouencore A (M — Myl,) =0.

3.3. Soit M € H,on pose N = M — A1, avec Ay le nombre de la question précédente. On a bien AN =0,
soit N € Fet M = N + A, € F + Vect(l,,). Ainsi H C F + Vect(I,).
3.4. e Montrons que F est un sous-espace vectoriel de M,, (C)

— F est une partie de M,, (C) ;
— F # (), car il contient la matrice nulle ;
- Soit M,N € Fetae C,ona A(aM + N) =aAM + AN =0,doncaM + N € F.

Ceci prouve que F est un sous-espace vectoriel de M,, (C)
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e Posons

avec gy est défini par VX € M, ; (C), ¢n(X)=NX.

—  est bien définie.
Si N € F, l'application ¢x est bien un endomorphisme de M,, ; (C). En outre pour tout
X eM,1(C),ona ANX =0, donc ¢n(X) € ker(pa), donc ¢ est a valeurs dans ker (p4).

—  est linéaire.
Soit M, N € Fet A€ C.Pour X € M,,; (C),ona

O(AM + N)(X) = (A\M + N)X = AMX + NX = (\p(M) + ¢(N)) (X)

Ceci vrai pour tout X €€ M,, 1 (C), donc o(AM + N) = Ap(M) + p(N)
— ¢ est surjective.
Soit ¢y € L (My,1(C),ker(p4)) et notons B = (&1,---,&,) la base canonique de M, ; (C).

Posons Y; = ¢ (g;) pour i € [1,n] et soit N la matrice de vecteurs colonnes Y7,---,Y,,. On a
bien ¢ n = 9 car il s’agit de deux applications linéaires qui coincident sur une base et AN est
la matrice dont les colonnes sont AY7,--- , AY,,, donc AN =0, soit N € F

—  estinjective.
Soit N € F telle que ¢ = 0, alors toutes les colonnes de N sont nulles, donc V = 0

Bref ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels de F vers £ (M,, 1 (C) , ker (p4)).

3.5. e La question précédente permet 'égalité
dim¢ F = dim¢ £ (M1 (C) ,ker (pa)) = ndimc ker (pa) =n (n —rg(¢a))

Or A est la matrice de ¢ 4 dans la base canonique de M,, ; (C), donc rg (¢4) = rg(A).

e L'inclusion H C F + Vect(I,) donne dim H < dim (F + Vect(I,)) < dim F + 1. Ainsi on obtient
I'inégalité
n? — 1< n(n—rgA) +1 = nrg(A) <2

3.6. A étant non nulle, donc rg(A) > 1, puis 2 < n < n.rg(A) < 2. On gagne donc n = 2 et méme rg(A) = 1.

3.7. Soit H un hyperplan de M, (C) stable par le produit matriciel. D’apres la question 1.3 il existe A €
M (C) non nulle telle que H = ker (T4) = H 4. En outre d’aprés 3.1 la matrice I,, € H, soit Tr(A) = 0.
L'étude faite dans la partie 2 montre qu’un tel hyperplan H 4 = ker(T4), avec A non nulle de M (C) de
trace nulle, est stable par produit matriciel. Bref les hyperplans de M, (C) stables par le produit matriciel
sont de la forme ker(T4) avec A € Mz (C) non nulle de trace nulle.
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