Correction

d’aprés Mines de Sup 1998 épreuve commune
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Puisquedets = 0, s est un automorphisme.
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2.2 det,, (eeres)=I1 -1 1=|2 0 2= 6 tdonc(e,ep.e;) estune base d&®.
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1 00
2.b  s(e))=e], s(e)) = 2e) et s(es) =2e, doncS'=|0 2 0.
0 0 2

2.c  Parrécurrence(S)" =
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En introduisantP la matrice de passage @€e,.¢,) a(e},e;,e5), onas = PS'P* puis §" = PS" P!

ce qui permet d’exprimef” .

5
A4+—-p=0
3.a SiAL,+pS=0 alors 1 doncA=p=0. La famille (1,,5) est libre.
—Zpu=0
3
3 -1 -1
3b $*=|-1 3 —-U=3F-2,.
-1 -1 3

3.c  Unicité : SiS" = al, +bS = al,+ S alors (a—a)l,+(b—3)S =0 or (I,,9) libre donc{z g .

Existence : Par récurrence sue N :
Pourn=0 :q,=1, 5,=0.
Pourn=1:4a,=0, =0.
Supposons la propriété établie au rang 1.
St =8"xS=(a,I,+bS5)S =a,S+bS*=(a,+3,)S—2 I,.
En posanta,,, =—2b, etb,,,=a,+3,,0nas" " =a, I, +b,..S.
Récurrence établie.
3.d Ci-dessus
3e a,,+b,,=-2b, +a,+3, =a,+b, donc(a, +b,) constante égale @ +0b,=1.
bo+l=a,+3I,+1= @, +b,)+ D, + 1= 2¢, + 1 donc (b, +1) est géométrique de raison 2.

3f b, =0donch, =2"—-1puisa, =1-b, =2—-2".

L1 L1 L1t
4a B=-=]111, B==111,B=-211 1.
11 1 311 1 311 1 1

(—1y 111
Par récurrence B" :T 1 1 1 pourn>1. BO:I3.
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k=0

n 11 1
S" =(B+2L,)" or B et I, commutent done" _Z[k]Z’ 'BY=2'I,+= Z[ ]Z"’“(lf’[l 1 j
11

n (11
Mais Z[Z]Z”"'(—l)’fz(ZJr 1)y—-2=1% 2 doncS" =2"I, +£ 11 1.
k=1 3 1 1
11 11
=11 1 1j=2,-S donc
S8(1 1
1_ o 111
2'L+——1 1 §=2L+ 2 2"),— & 2§= (2 20+ (2- B.
S 11
Les résultats sont identiques.
Partie ll
3 1 1 3 14 11 0 01
§?=39-2I, doncS(=I,—=S)=1, puis S *==S——I,==|1 4 1 doncU=|1 0O Of.
2° 2 2 27 81 1 4 010

U € O(3) car les colonnes d€ sont unitaires et deux a deux orthogonales.
detU = 1doncU € O*(3) et par suiteu est une rotation vectorielle.
Par définitionUS = A et par calculsSU = A doncuos=sou=f.

(1) (e]'le))=0 car (e]|e;)= 0, ||el’[|:||e;']|:1 ete;=e,Ae, donc(e/rey,e;) est une base orthonormée

directe.
2) (€1e))= (2 es)= € ]e)= 0, "e{"z"eéﬂz”e;ﬂ:l et Det(el”,e;’, ”)> 0 donc (el”,e;’,e”) est une base
orthonormée directe.
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u est la rotation d’axe dirigé et orienté pglr et d’angle2/3.

C’est la matrices’ .

1 0 0o
Mat,, ., (/)=S'U'=[0 -1 —/3|.
0 fs ~1

(e), f(ed) € Vectel €4) donc f(P)C P.
De plus, f est bijective donaim f(P)= dimP puis f(P)=P

cos) — sirv

Malyy = 2[3in9 cod

] donc g est la composée de 'homothétie vectorielle dpoap? et de la

rotation d’angle2r/3 (dansP orienté pare;’ ).



