Etude d’'une fonction périodique

L'objectif de ce probleme est d’étudier la fonctignprésentée dans la question 2.
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On considére la fonctiop définie surR par ¢(t) = arcsin(sin2 .
Etudier la parité et la périodicité de la famty .
Simplifier ¢ pourt €[0,7/4 et pourt €[r/4,7/2.

Donner l'allure de la courbe représentative-de
Soit f la fonction définie parf(z) = arcsin:%.
X

Justifier que pour toute R on a|2z|< 1+ 27.

Préciser le domaine de définition flei.e. 'ensemble des € R pour lesquelsf(z) existe.
Justifier que la courbe représentativefdprésente un centre de symétrie.

On se propose ici de dresser le tableau detigaria

. - 2tant .
Pourte |—n/2, , simplifier ——— s f(tant).
urt € |-/2,x/ 2, simplifi Tt puis f(tant)

Exprimer, pourr € R, f(z) al'aide de la fonctionp et de la fonctiorarctan.
En déduire les variations de

Dresser le tableau de variation flesur R en précisant les valeurs extrémalesfdainsi que ses limites
en +oo et —oo.

Dans cette question, on se propose de représarfiomction f .

Calculerf’(z) pour z € |—oo0,—JU]-1,jU] 1+ 0] .
Donner I'équation de la tangentg &n O, en/3 et enl/\/_3

Déterminer la limite d¢’(z) quandz tend vers 1 par valeurs supérieures (resp. infes.
On admettra que les valeurs obtenues sont lespdegetangentes a droite et a gauctfeen 1.

Représentef relativement a un repéere orthonormé dont 'unéi&ais de 2cm.
On précisera, les tangentes de la question 4.bqipdes tangentes a droites et a gauche enrl-efle

Une droite parallele a 'ax@z) d'équationy=h avech € }o,w/z[ coupe la courbe représentative de
f endeux pointsV/, et M, d’abscisses;, etz, avecz, <z,.

Calculerz, etz, .

Déterminer et construire la courbe décritelpanilieu I du segmen{M,, M,].

Correction

VieR,—t€R et p(—t)=---=—p(t) doncy estimpaire.

VieR,t+m€R ety(t+w)=arcsin(sin(2+ 2 )¢ { doncy estw périodique.

Pourt €[0,n/4], on a2t €[0,r/ 2 C[-7/ 271/ 2 donc ¢(t) = arcsin(sin2 }= 2.

Pourt€(r/4,m/2], on a2t €[r/2,x]. Puisquesin% = sinfr— 2 ) et quer —2t € [0,r/ 2 C[—n/ 27/ 2
onap(t)=m—2t.
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De part les simplifications qui précédent, pamité et la périodicité, on obtient I'allure cisd®us :
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(1+2)° >0 donne—2z < 1+2” et (1—z)* > 0 donne2z < 1+ 2% . Par suitg2z|< 1+ z°.

Pourtoutze R, 1+ 22 =0 donci
1+z
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existe et par la question précédeﬁtz::‘w—ze [-1,1, or la
X

fonction arcsin est définie sw[—l,]} donc arcsin]% existe. Ainsif est définie suiR .
X

f estimpaire donc sa courbe représentative esttagune par rapport a I'origine du repére.
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f(z) = f(tan(arctan: )= ¢ (arctan .

La fonctionarctan est croissante suroo,—1] & valeurs dans;-m/2,—m/4] ol ¢ est décroissante donc

par compositionf est décroissante siioco,1.

La fonction arctan est croissante syr-1,1 a valeurs dang—7/4,m/4] ol ¢ est croissante donc par

compositionf est croissante sy1,1].

La fonction arctan est croissante sitt,+oc| a valeurs dangs/4,7/2 ot ¢ est décroissante donc par

compositionf est décroissante s{lr,+oo[.
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=sin2 et f(tant )= arcsinsin@=y ( .

Limites et valeurs sont immédiates sacharusinl=n/ 2 et arcsin0= (.

Sur|—oco,— U]~ 1,1U]1+00[ on a1

est dérivable sur le domaine considéré et, apiéslsa f'(z) =

2z

2
T

€]-11 et la fonctionarcsin est dérivable sul-1,1 donc f

1+z

1+z

f(0)=0 et f(0)= 2 donc la tangente en 0 a pour équation 2z .
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sifa{<1

Si |:1:| > 1.

f(\/i_%):% et f/(v/3)=—12 donc la tangente eq3 a pour équationy = f%(xf\/é)Jr%.

f(]/\/é):% et f’(]/\/é): 3 2 donc la tangente e.’l;/\/é a pour équationy :g(xf

lim f'(2) =1 et lim f'(z) = 1.
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2
f(x)=h& HZ_—Iz =sinh (I'équivalence est vraie cdre ]O,w/ 2[ )
xT

1-cosh 1+ cosh
etr, = .

Les solutions de I’équatioazi2 =sinh sontz, = — , -
1+ sinh sinh
Le pointI a pour coordonnég f%smh.

. o -1
Les coordonnées du poitit vérifie y = arcsin— et z > 1.
T

La représentation graphique de la fonction- arcsinz sur ]—1,+oo[ donne le lieu des points.
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Cette representatlon est alsée %%sml E \ 0
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