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EXERCICES MPSI

(  LiMITES ET CONTINUITE |

Exercice 1 :

Calculer les limites suivantes :

1) lir%x{l 2) lim xFJ 3) lim xFJ 4) lim Lz]
T—> x T—>+00 €T T——00 €T r—+oo I
1
1 1 —1
5) lim Lf“—x 6) lima?|=| 7) lim " 8) lim z \/a:+\/a:+1—\/x+\/a:—l
z—0 LEJ —x z—0 xT z—1 x —1 T—>+00

Exercice 2 :

Dans chacun des cas suivants, la fonction f est-elle prolongeable par conti-
nuité en 07
) f@=z|t] 2 f@=esin(}) 3)fle)=22[2] 4)f(z)= {20
2
5) f(z) = (cosz)+ 6) f(z) =a'ler  7) f(z) =S4 8) f(a) =x|o+ 1

a?—a]

8|~

Exercice 3 :
Considérons la fonction f définie sur R* par f(z) =1 —[1].
f est-elle prolongeable par continuité en 07

Indice : Vous pouvez considérer les suites u,, = % et v, = —1.

n+3

Exercice 4 :
Etudier la continuité de la fonction f : R — R définie par

flz) = a] = (z = z])*

|z] désigne la partie entiére de x.

Exercice 5 :

Montrer que la fonction indicatrice 1g n’est continue en aucun point de R.

Exercice 6 :

Soit f : R — R. Dans chacun des cas suivants, déterminer le domaine de
continuité de f .

T o 0 (I4z)"—1-nz .
1)f(x)_{(|)x|s;;m—#o z)f(x)_{()sz‘f:o nrre

\/ z si in (& ]
3)f(x)_{03|f;—1|oezsw#o 4>f($)_{:5;g§805w7é0

n étant un entier > 2.
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EXERCICES MPSI

Exercice 7 :

Dans chacun des cas suivants, déterminer ’ensemble sur lequel f est définie
et continue.

1) f(z) = 200 9y f(g) = 2o+ 3) f(a) = YL

z2—1 T

Exercice 8 :

Soit f € RR, continue en 0 et vérifiant
Vo € R, f(z) = f(22)
1) Montrer que
i) Vn e N, Vz € R, f(z) = f(2"2)
ii) vn e N, Vz € R, f(z) = f (&)

2) En déduire que f est constante sur R.

Exercice 9 :

Soit n € N*. Considérons la fonction f € RR définie par

Vr € R, f(x):xni{“w

k=0 n
1) Montrer que f est 1-périodique.
2) Simplifier f(z) quand z € [0,1].

3) En déduire que
Ve eR, f(x) =z — |x]

’Exercice 10 :‘

On se propose de déterminer toutes les fonctions f € RR continues et vérifiant

Vo,y €R, f(x+y) = f(z)+ f(y)

Posons a = f(1). Soit f une telle fonction.
1) Montrer que f(0) =0 et que f est impaire.
2) Montrer que pour tout n € N et x € R, on a f(nx) = nf(x) et que
f(n) = an.
3) Monter que
VreQ, f(r)=ar

4) En déduire que
Ve e R, f(x)=ax

Indice : Vous pouvez utiliser la densité de Q dans R.
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EXERCICES MPSI

5) Conclure.

‘ Exercice 11 : ‘
On se propose de déterminer toutes les fonctions f € RR continues et vérifiant

Vr,y €R, f(x+y)+ flz —y)=2(f(z) + f(v))

1) Que vaut f(0) ? Que dire de la parité de f7
2) Montrer que pour tout n € Z et x € R, on a f(nz) = n?f(x) .

3) Monter que
vreQ, f(r)=f(1)

4) En déduire que
Vr R, f(z) = f(1)a?

5) Conclure.

’Exercice 12 :
Soit f € R® continue en 0 et en 1, vérifiant

Vz € R, f(xQ) = f(x)

1) Que dire de la parité de f?
2) Soit > 0. Montrer que
i) VneN, f(z) = f(a*")
i) Vn €N, f(z)= f(zo)

3) En déduire que f est constante.

’Exercice 13 :‘
1) Soit f € C(R,R) telle que Egl f(z)=—ocoet lim f(z)=+oc.

T——+00

Montrer que
deeR, f(c)=0

2) En déduire que toute fonction polynomiale a coéfficients réels et de degré
impair posséde au moins une racine réelle.

’Exercice 14 :‘

Soit f une fonction continue d’un segment [a,b] de R vers lui-méme.
Montrer que f admet au moins un point fixe; (cad Jzg € [a,b], f(zo) = x0)
Indice : vous pouvez considérer la fonction g¢:xw— f(z)— .

’Exercice 15 :‘
Soit f € C([a,b],R) telle (Vz € [a,b], f(z) > 0).
Montrer que f est minorée par un réel strictement positif; cad

dm > 0, Vx € [a,b], f(z) >m
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EXERCICES MPSI

[ LiMITES ET CONTINUITE |

| Exercice 1 :|
Calculer les limites suivantes :

1) limx{lJ 2) lim m{lJ 3) lim xllJ 4) lim =]
z—0 €T r——+00 €T T——00 €T r—+oo I
2] += 1 T—1
. g ] : : / _ N -
5) }E’%L%J—ﬂ? 6) }:I_IE)JJ {mJ 7) il_)n% p— 8) zll}rfoo:c(\/a:+ z+1 ’\/ZB+ G 1)
Dotk
\_—/_\
1) limx EJ :?
z—=0 [T
Fiske 1

Y740, ,1\4[;3,% {o eyl
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Exercice 2 :

Dans chacun des cas suivants, la fonction f est-elle prolongeable par conti-
nuité en 07

DfEi=a|2| 2fo)=
5) f(z) = (cosz)

LIS

P4 A’ﬂﬁ;/f’ o ~Norv A /A@j/—x) exgle o U /ff/&n;e S non

Ao

sin (1) 3) fl@) =22 1] 4) flz) = £)

xXr
6) f(@) =20z 7) f2) =] 8) f2) = x|z + 1

B =

1) f(z) == 1]

Y, c g
Qimg ﬂ’exw\-ail,gu Gk Frimse G %Q.,,J: 1.

Ao

25t { e ootogedfe pon Grohnid (FPS) 0 0.

2) f(z) = zsin (l)
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A o
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xsin(x

4) f(l) - 1—cos(x)
Rappels :
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