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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
Le probléeme comporte deux parties qui sont indépendantes.

Notations

On note N 'ensemble des entiers naturels et N* I’ensemble des entiers naturels non nuls.

Soit n un entier naturel non nul. On note &,, le groupe des permutations de {1,...,n} et
(o) la signature d’une permutation o € &,,.
Sio € &, on appelle point fire de o un élement i € {1,...,n} tel que o(i) = ¢. On note v (o)

le nombre de points fixes de . On appelle dérangement une permutation ¢ € &, n’ayant
aucun point fixe. On note ©,, I’ensemble des dérangements de &,, et D,, son cardinal.

Si k est un entier naturel tel que k < n, on note (Z) le coefficient binomial correspondant au
nombre de parties a k éléments d’un ensemble & n éléments. Par convention, on pose (2) =0
pour un entier naturel k > n.

On note R[X] 'ensemble des polynomes a une indéterminée et a coefficients réels. Si de plus
n > 0 est un entier naturel, on note R, [X] 'ensemble des éléments P € R[X] de degré
inférieur ou égal a n.

Sin >0 et d > 1 sont deux entiers naturels, on note d | n la relation « d divise n ».

Si z est un réel, on note E(x) sa partie entiére, c’est-a-dire 'unique entier F(z) tel que
E(z) <z < E(x)+1.

Si p est un nombre premier et n un entier naturel non nul, on note
vp(n) =max{r e N : p”|n}.
Soit n un entier naturel non nul. On note ., (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n
a coeflicients réels.
Pour tout ensemble E, on note &(FE) I'ensemble des parties de E.
On note Iny la fonction de |1, +oo[ dans R définie par Iny(z) = In(In(x)).

Si (an)nen+ désigne une suite de nombres réels, on note, pour tout nombre réel z € R,

E(z) E(z) E(x)
D= an D = 3 a [ aw=]] @
n<x n=1 p<x p=1 p<x p=1

p premier p premier p premier p premier

avec la convention que la somme indexée par I’ensemble vide vaut 0 et le produit indexé par
I’ensemble vide vaut 1.

On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’il existe un réel ~ tel que

~ 1 1
;knﬁiwln(n)+'y+0<n>.



Premiére partie

Soit un entier naturel n > 2. Pour tout nombre réel z, on considére la matrice de ., (R)

suivante
z 1 1 1
1 1 1
M, = | L
1 1 r 1
1 1 1 =z

n-1
(On adet Gucs Ve R ) AkHGT 1M\ = (ad)  (24n-2)
1b. En déduire que pour tout x € R, on a

> e(0)e ) =@ -1)""Hz+n-1).

0'6671

2. Calculer

3. Etablir que

4. Pour o € 6, préciser a quelle condition sur v(o), on a 0 € ©,,. En déduire que

Card{oc €D, : e(0) =1} = Card{o € D,, : e(0) = =1} + (-1)" ! (n —1).

Soit m € N. On considére la matrice

(8) 0 o e e 0
0 () 0
M= 5 € Mpmi1(R).
") o) o

()

5a. Justifier que les familles (1, X,..., X™) et (1,(X —1),...,(X — 1)™) sont des bases de
Ryn[X].



5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de ’application linéaire identité

Rp[X] — R,[X]
P — P

dans les bases (1, X, ..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a larrivée.

5c. Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.

5d. En déduire que pour tous (ug, ..., Um), (Vo, - . ., vpy) € RMFL
Yk i k
si VeE<m, wup= % (5) vy, alors Vk<m, wv,= ;(—1)’“4 <£>'LL[.

i %XW’&




CORRECTION

Soit un entier naturel n > 2. Pour tout nombre réel z, on considére la matrice de .#,(R)

suivante
x 1 --- 1 1
1 z --- 1 1
My=|: i " i
1 1 --- = 1
1 1 --- 1 =z

On odmd Gae - Vot 2 , o/f#('ﬂ?h T/\’L,}—: (1_4)n_1(7+n-1)

1b. En déduire que pour tout € R, on a

Y e(0)2"@ = (z - 1)" Nz +n-1).

O’EGn

Sut wei?
pm i (”LI,,.JrM@) =(’){_~’l) 2{71*\'\’\—1). (—(21)
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mi;—f—lﬂa-_—;/\/l,l: 5 = ";70 :
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1b. En déduire que pour tout x € R, on a

Z (o)’ = (z — )" Yz +n—1).

ceSG,

2. Calculer ()

e(o

(,g@:n (o), J;n e(o)v(o) et age;n S+ T
2)iy 7 E@) 7
B ()
n-a_
(Dha", Vel ZE(O‘)’A — (1) (o)

ses,

Thinens A=", g P :
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1b. En déduire que pour tout z € R, on a

Z e(0)z"?) = (z —1)" Yz +n—-1).

oG,

2. Calculer

Y o), Y clowlo) et > v(z()"il.

GEGn O’EGn UEGR

3. Etablir que

Card{c € &, : ¢(0) =1} =Card{oc € &,, : ¢(0) = -1}

r\%ff/ﬁloo/e 1
mnc; Zé(ﬂj =0

7¢S,

n L_7=l €S, \_ =-4

ele)=1 £ )= _1
S R PR
eSS, §¢S,

_ Ea)=-1

Ly = cod ({028, €6)=-2D)

- ced (3668, 1 £6) =1

AT CNO](%G_GS\A%E,(G_):A:D :Cafd({ﬁl—’&, L £G)=-2})
=
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4. Pour o € G, préciser a quelle condition sur v(o), on a o € D,,.

)4)
SwtF O\GSM IO & !
Q‘é@M & ¢ nla aucun T»SWJ— {fxe

\](6_)) =30 <‘:,—> G@ @V_\
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1b. En déduire que pour tout z € R, on a

Y e(0)e’ ) =(@-1)""(z+n-1).

0'66n

2. Calculer

3. Etablir que
Card{c € 6,, : ¢(0) =1} =Card{oc € &, : €(o) = —1}

4. Pour o € 6,,, préciser a quelle condition sur v(o), on a o € D,,. En déduire que

Card{oc € D, : €(0) =1} =Card{o € D, : (o) = -1} + (-1)"}(n -1).
1)#) (
~1(5) n-a
0"‘ e YuelR, ZE(O“)l :(u_/t) (+n-1)

Ses, L
s, A =0 gnac (_1)n_1,,~1)
() n-a_
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5a. Justifier que les familles (1, X, ..., XM et (1,(X-1),..., (X —1)™) sont des bases de
R, [X].

Chaome de ts du Jarille ot de @dived da) & [rosn) — (IR, [5).
J/%n Z;Aj - e |les AG’»\YL Z{Lﬂ(a Cah C?”\Qﬁl{‘!‘ltld ,0}4_ Pﬂ/\/nam_( Y ov I/m[_( oA

e/C,LQ,/G’HV)E:.S e dﬁ(’fé :
o elles o des Bans e R[]
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Soit m € N. On considére la matrice

( (8) 0 o0 e 0\
0 G o :
M=| ° e i (R).
(") (mo1) 0
\ () ()
5a. Justifier que les familles (1, X, ..., X™) et (1,(X — 1),..., (X — 1)™) sont des bases de

R, [X].
5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de 'application linéaire identité

Rn[X] — Ry[X]
P S P

dans les bases (1, X,..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a l'arrivée.

T Aty @(r wnvaes Gune
vt (2o ”2 Q ﬂ) ]
(k=) 5 (1 1) ooy (K1)
C;},J (/4 VHW\A)YQ/ "?"'\f:

Mﬁ‘l— (1,)(,,,-/)<M) _ \ \ G b (;
)

(1,0X=1), -/ (X _1)") a \ )
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Soit m € N. On considére la matrice

/ (8) [ 0 \
o Q) 0 :
M= 5 5 € Mmi1(R).
(") () 0
\ (%) o ()
5a. Justifier que les familles (1, X, ..., X™) et (1,(X —1),..., (X — 1)) sont des bases de

R, [X].
5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de 'application linéaire identité

Ryn[X] — Ry[X]
P — P

dans les bases (1, X,..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a arrivée.

5c. Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.

i) P> et A}\A\O(h(}n'[ga?_

M thoole 1 i
M oed fﬁkn%uja”}{ @4&?{%& ,d,ﬂ/{« Joms e Cocrﬁ!am‘,s

,dzl,a,ggnqouuo( Jﬂ\‘)‘WL nem V\U‘-f'

@/M Mo vkl -

M ¢ Hhoole 2
%M (i Ander¢lhe , Commnt mekice e ad

e

R
oty meldhwonad & dux bajes.

@/M N NG E
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Soit m € N. On considére la matrice

( (8) 0 v eer . 0 \
0 () 0 :
M=| ° | e Mr(R).
("5 (mo1) O
\ () = ()
5a. Justifier que les familles (1, X, ..., X™) et (1,(X —1),..., (X — 1)™) sont des bases de

Ryn[X].

5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de 'application linéaire identité

Rn[X] — Ry[X]
2 Co '

dans les bases (1, X, ..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a arrivée.

5c. Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.

5d. En déduire que pour tous (ug, ..., un), (Vo ..., vm) € RMHL,
e b k
i VE<m, up= ; (f) vp, alors VkE<m, wv,= g(—l)k_f (f) Up.

\g.,ﬂmé /UJ,,--, u) o«p 0,,,,4)@/&
\9&7‘7’»"0%} (V\04"—<W) Uﬁ\ Z {f)f\/‘f) ’/{’%WWJ 73”-,

(VoLh<m V4 sZ& L) (i) Vﬂ)
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