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EXERCICE 1

Q]_. V(SEl,xQ) =Ty —I7].
Si il existe i # j et x; = xj alors V (21,22,...,2,) =0, car il a deux colonnes identiques.
Dans la suite, 21,2 ..., 2, sont n nombres complexes deux a deux distincts.

Q2. Soit PtV (x1,29,...,Tpn-1,1).

e Le développement de V (x1,x2,...,x,,t) par rapport a la derniére colonne donne
P(t) = (=) Ay, + (1) P2 Ag it + (1) P Ag % + 4 (= 1)TA,

avec A;, le déterminant obtenu en éliminant la ligne d’indice 7 et la colonne d’indice n de
V (x1,22,...,2y) , les A; , ne dépendent pas de t. Donc P est une fonction polynomiale de degré
au plusn —1.

Le coefficient de "~ ! est App =V (x1,22,...,Tp-1)

e Ona P(x;) =0 pour tout ¢ € [1,n—1] , car ¢’est un déterminant avec deux colonnes identiques,

donc le polyndme H (X — x;) divise P, si P n’est pas le polynéme nul il est de degré n—1,

1<i<n—1
donc P(X)=C H (X —a;) ,avec C € C.
1<i<n—1

C' est le coefficient du plus haut degré de P donc C =V (x1,x2,...,Tp-1) -

Ce qui donne pour t =z, V (z1,22...,2,) =V (21,22, ..., Tp—1) H (T — x5).

1<i<j<n-—1
e Montrons par récurrence que : V (1, x2,...,Tn) = H (xj —x5) .
1<i<j<n
La relation est vraie pour n = 2.0n la suppose pour n .
Soit 1,22 ...,Tn41 sont n 4+ 1 nombres complexes deux a deux distincts , on a

V(zi,29...,xne1) = V(x1,22,...,2p) H (L1 — i)

1<i<j<n

= J] @-=z). JI @np1—a)
1<i<j<n 1<i<j<n

= I @—=)

1<i<j<n+1

d’ou le résultat.



Q3. Soit A = (Z]) 1<i<n , Ol &

1<j<n
1 1 1 1
2 22 23 ... ¢
det A =
n n? nd n"
On factorise chaque ligne ¢ , donc
1 1 1 1
1 2 22 on—1
detA = n!
1 n n2 ... nnt
= nlV(1,2,...,n).

car le déterminant d’une matrice est égale au déterminant de sa transposée.
Q4. Onprenday=en ke [1,n] .

Les nombres complexes a1, as, ..., a, sont deux a deux distincts et tous non nuls, et

n n 2ikm
Z ai = Z en =0
k=1 k=1

Soit n nombre complexes x1,...,x, deux a deux distincts et tous non nuls, on a donc

V(z1,...,2,) # 0 et la matrice

1 1 1
Z1 L2 Tn
M =
n—1 -1 n—1
I T2 L
est inversible . Le vecteur colonne X = *(x1,...,2,) est non nul donc M X T'est aussi .
Nous avons
n
> Tk
k=1
MX =
n
n
>z
k=1
n n n n
ainsi 'une au moins des sommes Z Tk, Z 3, Z AR Z xy, est non nulle.
k=1 k=1 k=1 k=1



EXERCICE 2

Q5. Par récurrence on a HA'“H < || A|I¥ pour tout k >0 .
La convergence de la série Z | k!| entraine la converge absolue de la série Z MAIc dans M, (R)
k>0 k>0
qui est de dimension finie , ce qui prouve la convergence de Z k'Ak
k>0
96, Soit o A s Lt A _ o N
. oit fr: A k'A et r>0,o0na|fir(4) < o k' , donc la série Z fr converge

k>0
normalement et uniformément sur la boule B(0,7) .

Continuité de f, :

L’application ¢ : (A1, Ag, ..., Ag) — A X Ay X ... x Ay, est continue, car elle est k-linéaire de M., (R)*
vers M, (R) et 'application ¢ : A+ (A, A, ..., A) est linéaire de M, (R) vers M,,(R)* donc elle est
continue .

1
Ainsi fi = —'Lpow est continue sur M, (R) .

k!
Le théoréme de continuité des séries de fonctions donne , A — e est continue sur B(0,r) pour tout

r > 0 donc elle est continue sur M, (R)
Q7. Soit H € M, (R) est une matrice non nulle telle que ||H| < r .
Par continuité de la norme on a

+001

—HgF
27

1
1H]]

k-1
_ Z L

Too k-2

13-

IN

+o0

o 1

donc HH|| E k:‘ kH—_>>00,qulsecr1t E EH’“:o(HHH)
k=2 """

Examlnons la différence e7t0 — 0 | qui vaut

" -I-oo1 N
N =l 3 = o)

donc Papplication A — e est différentiable en la matrice 0 et sa différentielle est application identité.



PROBLEME

Partie I - Exponentielle d’'une matrice symétrique

Q8. On a

xAa(A) = b A—a —b
b  —b A—a
1 —b  —b
Greczome, P TITBIL A-a b

1 b MN—a

1 b b
Lol A=a—=2b0)|0 AX—a+b 0
La—Ls=In 0 0 A—a+b

= (A—a—2b) (A —a+Db)?

Donc Sp(A) = {a + 2b,a — b} , par suite A € S, si et seulement si, (a +2b > 0 et a > b).

Q9. Par récurrence on a pour tout entier & non nul J* = 3¥~1J . La relation est non valable pour
k=0.

Ona A= (a—0b)I3+bJet, I3 et J commutent donc

oA — pla=b)Iz bJ
de plus e(@=0s — ca—b], o
b +oo bk: "
e = L+ 7
k=1
k=1 :
3b
e’ —1
= I3+ 3 J
ainsi
a+2b _ _a—b
et = e“_blg + € € J
3
Nous avons
eA @ IB 5 vee o ea—l—Qb + 260‘_b ot €a+2b o ea—b
= Vi - —_ - - @@ @@
B oa B 3 3
B B «

elle a la méme forme que A par le méme calcul on a Sp(e4) = {a + 28, — B} = {ea+2b, e“_b} , d’olt

4



el e S
Q10.  Soit P une matrice inversible de M, (R).
L’application M — PMP~! est linéaire en dimensions finies donc elle est continue .
Soit A € S, D diagonale et P inversible telles que A = PDP~! | par récurrence on a A¥ = PDFp~1
ce qui donne
1 1 1
> qAT=P (Z =D ) P
k=0 k=0
I’application M — PM P~ est continue donc
> GAT=P ( le’f) Pt et et =PePP!
k=0 """ k=0 """

D = diag(\1, ..., \,) donc eP = diag(eM, ...,e M) , ainsi e? € St

Partie IT - Produit de Hadamard de deux matrices

a b b et eb eb
Qll. SoitA=| b a b | € Sgr ,donc E(A) = | ¢t e2 b | elle ala méme forme que A par
b b a et b e

le méme calcul on a Sp(E(A4)) = {ea + 2P, e — eb} .
Onae®+2e">0 et a>bcar A€ Sy ce qui donne e —e? > 0 ainsi Sp(E(A)) C Rtet E(A) € S
Q12.

e Soit D = diag(A1, ..., A\n) avec {A, .., A} CRTet Y = “(y1,...,9n) € My 1(R), alors
n
'YDY =3 Ayi >0
k=1
e Soit A € S, donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée , il existe une matrice

diagonale D et une matrice orthogonale P telles que A = ‘P.D.P .
Si AeS§;alors D eS8, soit X € M, 1(R) on a

IXAX = 'X'PD.PX

— YPX).D.(PX)>0.

e Réciproquement : si pour tout X dans M,,1(R) on a *XAX > 0. Soit A une vleur propre de A
et X = !(x1,...,2,) un vecteur propre associé a \ de , alors
n
'XAX =X'X X =)D =
k=1
donc A > 0 par suite A € ;.

Ainsi A € S, si et seulement si pour tout X dans M, 1(R) on a *XAX > 0.



Q13.

e Soit A et B dans S, et a, 3 deux réels positifs. Pour pour tout X dans M, 1(R) on a
X (aA+BB)X =a'XAX +B'XBX >0

donc aA + 3B est une matrice de S;.

e Si A et B sont deux matrices de S, alors AB n’est pas forcement symétriques donc en général
elle ne sont pas dans S, ,

par exemple

2 1 11
A= , B=
11 11
ona A,B €Sy :
21 T 11 T
tX AX :<g; y> X BX :<;C y>
1 1 Y 1 1 Y
= 222 + 2y + 32 =22 4 2oy + y?
=22+ (x+y)? >0 =2+ (z+y)?>0

mais

3 3
AB = ¢S
2 2

Q14. Soit A € S;F, donc elle est diagonalisable dans une base orthonormée , il existe une matrice
orthogonale P et une matrice diagonale D = diag(\1, ..., \y) avec {\1,..., A} C RT et telles que
A= 'PD.P.

Posons R = 'P.diag(v/A1,...., vV n).P,ona RE S, et A= R2

Q15. Soit Aet Bdans S;7, A=U?et B=V?avec U = (u;;) €S,. V = (v;j) € S .

Posons A = (a; ;) ,B = (bij) et Ax B = (c¢; ;).

n
e Soit (i,7) € [l,n]*>,onaa;; = 3 u; kUk,; , or U est symétrique donc u; ; = u;,; donc
k=1

n n n
aij = Y Ug,iug; , de méme b; ; = EZ Vi pVp = KZ VpVp,; , ainsi
k=1 =1 —1

n n
Cijj = i jbij = (Z ukz”ky) (Z WWJ) :
k=1 /=1



e Soit X dans M,,1(R) , X = *(z1,...,2,) ,ona:

'X(A*B)X = (v1,...,2,)

S (F o) (S )

posons uy ; = uy, ;x; pour tout (k,i) € [1,n]? et U' = (up ) 1<k<n -
1<i<n

OnalU'U' = (a J)1<1<n = ( Z ukluk7j)1<z<ndonc
1<5<n k=1 1<j<n

' X(A*xB)X = Z":z”: (i u), z%g) (thvg,]>

i=17=1

a bA7,

/
1,570

I
—

Il
20
—~ . M3

a; ;) 1<i<n-'(bij)1<i<n-)
1<5<n 1<j<n

= Tr('U'U’.V?)  (car V est symétrique )
= T({(U'V).U'V)

= HU’VH2 ( norme euclidienne de M,,(R))

Ainsi Ax B e S;.

Q16. SOit A = (a@j)lgign , Ol a alors A*O = (1)1§i§n et A*P = ( J)l<z<n .
1<5<n 1<5<n “1Z52n

Pour N entier naturel non nul

donc lim TN = (eaivj)1<i<n = E(A)
N——+oo 1<5<n
Q17.  Soit X € M, 1(R), Papplication ® : M +— 'XMX est linéaire de M,,(R) vers R donc elle
est continue.
Soit (Ay)en une suite convergente de S, , montrons que klirf Ap €St
—+00
Pour tout & € Non a ®(A4;) = ‘XA, X >0, ® est continue donc
lim @ (Ag) = < lim Ak> = 'XAX >0,
k—4o00

k—+o00
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ainsi A € S;F et S; est une partie fermée de S,,.
Soit A € S, d’aprés Q15 et par récurrence A** € ST | et d’aprés Q13, Ty € S car elle est combi-
naison linéaire , avec des coefficients positifs, de matrices symétriques positives .

Par suite FE(A) = NhI},—l Ty €S
—400

FIN



