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Epreuve de Mathématiques
(toutes filiéres)

CORRECTION

| SECOND PROBLEME |

‘Partie A - Etudes de deux fonctions‘

1. (a) F et G sont continues sur R* en tant que quotient de fonctions continues sur R* dont le dénominateur ne s’annule
pas sur R*.

(b) lim F(x) =1 et donc F est prolongeable par continuité en 0 en posant F(0) = 1.

x—0F

1 —cosx x2/2  x
o I / =3 Par suite, lircr)l‘ G(x) = 0 et G est prolongeable par continuité en 0 en posant G(0) = 0.
X X xX—

2. (a) F et G sont dérivables sur R* en tant que quotient de fonctions dérivables sur R* dont le dénominateur ne s’annule

X COSX — sinx xsinx — (1 —cosx
pas sur R*. De plus, pour x > 0, F/(x) = TCOSE T SRX 5 PR et G'(x) = sinx — (1 = cosx)
X

x2

X CoSX — sinx xsinx — 1 4 cosx

Vx > 0, F/(x) 2 et G'(x) 2

(b) Quand x tend vers 0,

2
F(x) = f) =14 o0(x) =F(0) + o(x).

~ x+o(x

F admet en 0 a droite un développement limité d’ordre 1. F est donc dérivable en O et de plus F/(0) = 0.

De méme, quand x tend vers 0,

F et G sont dérivables en 0 avec F/(0) =0 et G'(0) =

3. (a) Soit x> 0. F(x) =0 & sinx =0 & Jk € N*/ x = km.

Vk € N*, ay = k. I

(b) Soit x > 0. G(x) =0 & cosx =1 & Jk € N*/ x = 2k

Vk € N*, by = 2k I

Pour tout entier naturel non nul, by = asi et la suite (by) est extraite de la suite (ay).
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4. (a) Soit k € N*,
e F est continue sur [ay, ax,1],
e F est dérivable sur Jay, axy1l,
e Flax) = Flax+1)(=0).
D’apreés le théoréme de ROLLE, il existe xx €]ay, axy1] tel que F/(xy) = 0.

Vk € N*, Ixy €lag, ar1[/ F(xx) =0.

h
(b) Pour tout réel x >0, F/(x) = )E;() et donc pour tout réel x > 0, F/(x) est du signe de h(x).

(c) Soit k € N*. h est dérivable sur [ak, ax+1] et pour x € [ax, ax+1], h'(x) = cosx —xsinx — cos x = x sin x. Maintenant,
pour x €]ay, axs1[=km, (k + 1)7[, on a x > 0 et (—1)%sinx > 0. On en déduit que la fonction (—1)*h’ est strictement
positive sur Jay, axy1[ et donc que h est strictement monotone sur [ay, axy1].

Vk € N*, la fonction h est strictement monotone sur [ay, Qxi1].

(d) La fonction h est ainsi injective sur [ax, ax+1] et en particulier s’annule au plus une fois sur [ay, ax4+1]. D’apres la
question (b), il en est de méme de la fonction F’ ce qui montre l'unicité du réel xy.

(e) Soit k € N*. h(ay) = kmcoskm — sinkmt = (—1)¥krt et h(ay + g) — (km+ g) cos(km + g) — sin(km + g) — (—1)~.

Par suite, h(ay)h(ax + 72—I) = —k7t < 0. Ainsi, la fonction h est continue sur [ay, ax,1] et vérifie h(ay)h(ax + 72—I) < 0. Le

. L1 . . . . . Tt
théoréme des valeurs intermédiaires montre que la fonction h s’annule au moins une fois dans l'intervalle Jay, ay + 5 [. Par

. Tt
unicité de xi, on a donc xy €]ay, ax + =|.

2

Vk € N*, xke}ak,ak—i—g[.

(f) Pour tout k € N*, on a xx > k. Comme lim kmt = +o0,ona lim xx = +oco. Plus précisément, pour tout entier
k— +o00 k— 400

kGN*,011ak7t<xk<k7'c—|—§ et donc

Xk 1
1< —=<14 =
k7t + 2k
1 X
Comme lim —— =1, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim K — 1 et donc que
k— +oo 2k k— 400 K7T

Xk ~ k7.
k— +o00
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5. Courbe représentative de F.

¥)

3m, X3 Am

‘Partie B - Deux fonctions définies par des intégrales

6. Soit x € R. Les deux fonctions t — f(t)cos(xt) et t — f(t)sin(xt) sont continues sur le segment [0,1]. On en déduit
Iexistence des deux réels If(x) et J¢(x).

Les deux fonctions If et J¢ sont définies sur R. I

7. Soit x € R.

1 1
f(t) sin(—xt) dt = —J f(t) sin(xt) dt = —J¢(x).

f(t) cos(xt) dt = I¢(x) et J¢(—x) :J
0

0

I¢ est paire et J¢ est impaire. I

8. (a) Soit x > 0.

1 1

1 1
f(t) sin(xt) dt = J f(t) (cos(xt) + isin(xt)) dt = J flt)e™ dt.
0

Te(x) + ¢ (x) = J

f(t) cos(xt) dt + iJ
0

0
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eixt
sont de classe C! sur le segment [0, 1]. On peut donc effectuer une

Maintenant, les deux fonctions t — f(t) et t —

intégration par parties qui fournit

ixt1t=1 1 ixt ix
L (%) + ¢ (x) = {f(t)e } —J frig) S gy — e — 10 _lJ FrE)e dt.
X li—o Jo X X x Jo

Vx >0, I¢(x) +1J¢(x) =

(b) Les fonctions f et f’ sont continues sur le segment [0, 1] et donc bornées sur ce segment.

(c) Soit x > 0.

ix 1
f(1)e™ — f(0) 1J F(1)eixt dt

Te(x) +iJ¢(x)] =
X X Jo
f(D)lle™| +[f(0)) 1 (! . f(DI+ ) 1 (!
X X Jo X X Jo
M+M 1] 2M + M’
<At +—J M’ dt = M
X x Jo X
. 2M + M/
Vx >0, [L¢(x) +iJ¢(x])] < —
2M + M/
(d) Comme lim MM 0, on en déduit que lim I¢(x)+1J¢(x) =0 puis que lim If¢(x)= lim J¢(x)=0.
xX— +00 X xX— +00 xX— +00 X— +00
lim If(X) = lim ]f(X) =0.
xX— +00 X— +00

(e) Puisque la fonction If est paire, on a aussi lim I¢(x) = lim If(—X) = lim I¢(X) =0et deméme lim J¢(x)=0.

X— —00 X— 400 X— 400 X——00

lim If(X) = lim ]f(X) =0.

X— —00 X— —00
9. (a) Soient p et g deux réels. cosp —cosq = —2sin (%) sin (?)

(b) Soit u € R. La fonction t + sint est dérivable sur R et Vt € R, sin’(t)| = |cost| < 1. L’inégalité des accroissements

finis fournit alors
[sinu| =|sinu—sin0 <1 x |u—0] = |[ul.

Yu e R, |sinul < |u. I

(c) Soient x et y deux réels.

1 1
J f(t) cos(xt) dt —J f(t) cos(yt) dt
0 0

1
J f(t)(cos(xt) — cos(yt)) dt
0

[Lf(x) = Ie(y)l =
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! (x=yt\ . [(x+y)t
—ZL f(t) sin < 5 ) sin <T> dt
sin <(X ;y)t)‘ ’sin ((X —;y)t) ’ dt

(x —y)t
2

1
< zjo (1)

1 1
gzj £(t)] ‘x 1 dtzlx—ylj tf(t)] dt.
0 0

1

Vix,u) € B2, [L(x) = Ie(y)] < |x—y|Jo {f (1)) dt.

(d) Ainsi, la fonction If est lipschitzienne sur R et en particulier continue sur R.

I+ est continue sur R. I

10. Soit x > 0. Pour t € R, posons f(t) = 1. On a alors

1 . t=1 .
L (x) :J‘ cos(xt) dt = [sm(xt)} _sinx Flx).
t=0

0 X X
et
1 t=1
Te(x) :J sin(xt) dt = [M] _ 1 meosx g,
0 X =0 X

SiVvteR, f(t) =1, alors Vx > 0, I¢(x) = F(x) et J¢(x) = G(x).

FIN
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