Correction

d’aprés Mines de Sup 2001

Partie |

1. b=u, —au, donch est déterminé de maniére unique.

2.a E correspond a I'ensemble des suites arithmétiqaeansemble des suites réelles pour lesquélles i
existebc R tel quevn e N,u, =u,+nb.

2b  E correspond a 'ensemble des suites constantediacharang 1.

3. E® cR", en prenant =0, la suite nulle appartient & .
Soit \,u€R et (u,),(v,)€ E?.
VneN,u, , + v, =a(\u, +pv,)+b avech=Ab, + pub, doncA(u,)+ pu(v,) € B,

Ainsi E est un sous-espace vectoriell#€ et c’est un donc uiR - espace vectoriel .

4, Supposons\z + uy =0 i.e. Vn e N,A\. 14+ pa" = 0.
Pourn=0,onal+u=0 etpourn=1,onal+au=0.
A4 pu=0 [A=—u A=0 _ .
{/\er:o{(a_l)uz Olu=0 puisquea =1.
Ainsi (z,y) est une famille libre.
z€ E© avech, =1-a carl=a.1+ (1-a).

n+l

yeE” avech, =0 cara"" =a.a" +0.

5.a {/\mo"’ﬂyo:uo@{)“"ﬂ:“o <:>{/\:“0_M {)‘:(a“o_ul)/(a_l)_
ALy + py; = Uy Atap=u, (a—Dp=1u—u, N:(Ul_uo)/(a_l)
5.b  Convenons de posée=b, .
b=, —au,=\Nr,—ar,) +(y,—ay ) = Ab, +ub, (enfaitur— b, estlinéaire).

Raisonnons par récurrence sue N :
Pourn =0 : ok
Supposons la propriété établie au rang O :

Uy = o, +b = a(Az, +py,) + A0, + pb, = Moz, +b,) + play, +b,) = Az, o + 1y, .-
Récurrence établie.

5.c Lafamille(r,y) est génératrice d&¥ puisqueVuc E, I\, u)ERu=Az+py.
Ainsi (z,y) est une base dB.

6. E”={@)eR"IN\p)eRYnEN, =\+pa"} etdmE? = 2.

Partiell

l.a L’applicationy introduite est clairement une application linéaire
Si Pekerp alorsPeR [X] et P(0)=P(1)=...=P(p)=0.
P étant de degré inférieur @ et possédanp +1 racines, c’est le polynéme nul.
Ainsi ¢ est une application linaire injective.

De plusdimR [X} = p+ 1= dimR"™ donc par le théoréme d’isomorphisme c’est un ispinisme.
1.b  SiP et P sontdeux polyndmes solutions du probléme pogé alo

o(P) = (u, — aug,uy— aty,...,u,, ,—au, )= ©(P) et par injectivité dep on obtientP =P .

Le polyndbmeP est donc unique.



5.a

5.b
6.a

E" cR", la suite nulle appartient 8" (en prenant’ =0).

Soit \,u€R et (u,),(v,)€ EY.

V€N, ., + ., = Maw, + P, (n) + plav, + P, () = aQvu, + pw,) + P(n)
avec P =\P, +puP, (=P, ). Ainsi AN(u,)+ p(v,) € EP.

E™ est un sous-espace vectoriel RE, c’est donc unR - espace vectoriel .

U+

En vertu des calculs ci-dessus :
YA peRN (@), @, )EEY onaP,, , =\P +uP, i.e. 00w+ puw) = \(u) + p(v) .

Ainsi 6 est une application linéaire d&” versR [X].

U+

Soitu e kerd.OnaP, =0 doncvneN,u
kerf = Vectf ) avecy = (a")

= 0u, puis Vn e N,u, =a"u,

neN *
Puisquer =1 et Q, = (1—a)X"* + iCAfX” onadegQ, =k .
(=0
La famille (Q,,@Q,,--.,@Q,) est une famille de polyndmes de degrés étagést, domc une base di, [X].
Soitk €{0,1,.. p} etu la suite de terme généra| =n".
OnavVneNu, ,=n+1) =an" + @ +1) —an" =au, +Q, ).
Ainsi u€ E” et f(u)=Q, d'ou @, €Imé.
L'application linéaired est surjective caR ,[X]=Vect(@,...,Q,)C Imd puis R [X]=Im0 .
En vertu du théoréme du randimE"” = rg(@)+ dimkef = ¢+ 4+ E=p+ -
On a déja vu ci-dessus”,...,z" ,y e BV
Supposons\,z® +---+ A 2% + uy =0.
En appliquanty on obtient :\f(z @) +---+ X 0(z") + pu6(y) =0 i.e. \Qy+--+A\,Q, + ux0=0.
Or (Q;---,Q,) estlibre donc\,=...=\ =0.
La relation initiale donne alorgy =0 et puisquey = 0 on obtient aussj. =0.
Finalement la famille(z?,...,z* y) est libre.
(2,...,2% y) est une famille libre formée de+ 2= dimE" éléments deE’ , c’est donc une base
de B .
u, € EY donc3!(q, B,7) €R® tel queVn € N,u, =a+fn++2".
u,=—2, u, =1 etu,=5 donc

aty=-2 a=-2-v la=—-2-7yla=-3
a+p+2y=118+y=3 =37 =2
a+20+4y=528+3F="7y=1 y=1

Finalementvn e N,u, = -3+ 20+ 2'.

Partielll

Les questions 1,2,3,4 de la partie |l se regrandans les mémes termes en notant que cettei fois-
kerf = Vectfy ) ou y est la suite constante égale a 1.

Pourk={0,1,.. p}, posons@, = (X +1)"" — X*** polynéme de degré .

Pour z* la suite définie par’ = n"** on observer™ € E[" avecf(z") =P, =Q,.

La famille (Q,,...,Q,) estune base d& [X] (car formée de polyndmes de degrés étagés) €},les
appartiennent am¢6 . Par suitelmf =R [X].

Comme en 7, on obtie@imE® = p + 2.



Comme en 8, la famillgz,...,z"”,y) est une base dB” . Ainsi

EP ={(,) € R"; 30, A, ) € R Y0 € Nyu, = A+ + A n" ™ +
={(u,) eR"IQER ,,[X],YVneN,u, =Qm)}

(u,) € E; donc3a, B,7) €R® tel queVn € N,u, = a+ fn+yn’.

uy=—2, u,=—1 etu,=—6 donc

a+fB+y=-1 B+y=1 B=4 .
a+28+4y=—6|f+2y=—2fy=—3
Finalementyn € N,u, =—2+ 4n— 3.



