0 ' A
Cc ﬁw (& mwzqﬂe on ] bwane cet Cyw’,gc ﬂfwm%,

72 COm'gp./&ul [ hedk Ifq; s

EXERCICES MP-MP*

STRUCTURES ALGEBRIQUES
LES GROUPES

Exercice 1 :

Soit (G, .) un groupe.
Définition : On appelle centre de G, qu'on note Z(G), la partie de G
définie par
Z(G)={reG|VYgeq, gr=uxg}
1) Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.
2) Soit n > 1. Déterminer le centre de GL,,(K).

Exercice 2 :

Quels sont les sous-groupes finis de C*?

Exercice 3 :

Soient (G, .) un groupe multiplicatif et L un sous-groupe, avec L # G.
Déterminer < L >, le sous-groupe engendré par le complémentaire de L.

Exercice 4 :

Soit (G, .) un groupe multiplicatif fini, de neutre e et de cardinal n.
Soit H un sous-groupe de G. Notons card(H) = p.
Considérons la relation binaire R définie sur G par

TRy < zy e H

1) Montrer qu'il s’agit d’une relation d’équivalence sur G.
2) Soient g € G et g sa classe d’équivalence.
i) Expliciter g.
ii) Montrer que g est équipotent & H.
3) Déduire que p|n.
C’est le théoreme de Lagrange.

4) En déduire le résultat du cours :

VgeqG, gt =e

Exercice 5 :

Soit (G, .) un groupe fini, de neutre e et de cardinal n, vérifiant que

Vge @G, ¢>=e
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EXERCICES MP-MP*

1) Montrer que G est commutatif.

2) Soient H un sous-groupe de G et x ¢ H.
Montrer que K = H U xH est un sous-groupe de G et que
card(K) =2 x card(H).

3) En déduire que n est une puissance de 2.

Exercice 6 :

Soit H un sous-groupe non nul de R.
Notons HT = HN ]0,+oo et a = inf(H™).
1. Justifier d’abord existence de a.

2. Supposons ici que « > 0.
Montrer que o € HT et que H = aZ; ou oZ = {am | m € Z}.

3. Supposons maintenant que o = 0.
On se propose de montrer que H est dense dans R.
Soient alors x < y deux réels.

i) Montrer que
JheH O<h<y—=x

ii) Conclure.

Exercice 7 :

Soient (G, .) un groupe fini et ¥ un morphisme de G vers le groupe C*.
Supposons que 1 n’est pas une application constante.

Montrer que Z ¥(g) = 0.
geG
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STRUCTURES ALGEBRIQUES
LES GROUPES

Exercice 1 :
Soit (G,.) un groupe.
Définition : On appelle centre de GG, qu'on note Z(G), la partie de G

définie par

Z(G)={z € G |Vgeq, gr=urg}
1) Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.
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Soit (G, .) un groupe.
Définition : On appelle centre de G, qu'on note Z(QG), la partie de G
définie par
Z(G)={zeG|VgeqG, gr=urg}
1) Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.
2) Soit n > 1. Déterminer le centre de GL,(K).

Solution
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Fin Exercice 1
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Exercice 2 :
Quels sont les sous-groupes finis de C* 7
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Fin Exercice 2

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Exercice 3 :

Soient (G, .) un groupe multiplicatif et L un sous-groupe, avec L # G.
Déterminer < L >, le sous-groupe engendré par le complémentaire de L.

Solution
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Fin Exercice 3
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Exercice 4 :

Soit (G, .) un groupe multiplicatif fini, de neutre e et de cardinal n.
Soit H un sous-groupe de G. Notons card(H) = p.
Considérons la relation binaire R définie sur GG par

TRy © a2y '€ H
1) Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur G.

Solution

f'raodg-
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Soit (G, .) un groupe multiplicatif fini, de neutre e et de cardinal n.
Soit H un sous-groupe de G. Notons card(H) = p.
Considérons la relation binaire R définie sur GG par

tRy < zy e H

1) Montrer qu'il s’agit d’'une relation d’équivalence sur G.
2) Soient g € G et g sa classe d’équivalence.

i) Expliciter g.

Solution
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Soit (G, .) un groupe multiplicatif fini, de neutre e et de cardinal n.
Soit H un sous-groupe de G. Notons card(H) = p.
Considérons la relation binaire R définie sur G par

tRy < ay e H

1) Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur G.
2) Soient g € G et g sa classe d’équivalence.

i) Expliciter g.

ii) Montrer que g est équipotent & H.

Solution
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Soit (G, .) un groupe multiplicatif fini, de neutre e et de cardinal n.
Soit H un sous-groupe de G. Notons card(H) =
Considérons la relation binaire R définie sur G par

tRy < zy '€ H

1) Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur G.
2) Soient g € G et g sa classe d’équivalence.

i) Expliciter g.

ii) Montrer que g est équipotent a H.

3) Déduire que p|n.
(’est le théoreme de Lagrange.

Solution
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Soit (G, .) un groupe multiplicatif fini, de neutre e et de cardinal n.
Soit H un sous-groupe de G. Notons card(H) = p.
Considérons la relation binaire R définie sur GG par

TRy < vy e H

1) Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur G.
2) Soient g € G et g sa classe d’équivalence.

i) Expliciter g.

ii) Montrer que g est équipotent a H.

3) Déduire que p|n.
C’est le théoréeme de Lagrange.

4) En déduire le résultat du cours :

Vge G, gt =e

Solution
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Fin Exercice 4
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Exercice 5 :
Soit (G, .) un groupe fini, de neutre e et de cardinal n, vérifiant que

Vg e @G, ¢g°=e
1) Montrer que G est commutatif.

Solution
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Soit (G, .) un groupe fini, de neutre e et de cardinal n, vérifiant que
Vge @G, ¢g>=e
1) Montrer que G est commutatif.

2) Soient H un sous-groupe de G et x ¢ H.
Montrer que K = H U xH est un sous-groupe de G et que
card(K) =2 x card(H).

Solution
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Soit (G, .) un groupe fini, de neutre e et de cardinal n, vérifiant que

Vge G, ¢>=e
1) Montrer que G est commutatif.

2) Soient H un sous-groupe de G et = & H.
Montrer que K = H U xH est un sous-groupe de G et que
card(K) =2 x card(H).

3) En déduire que n est une puissance de 2.

Solution

Se @jge} ; Card(él) -1=2
Cion - Owa G 433
joa-f g € Nitrwo Ha =117 oy
Cord( Fi1) = ofx1)=2 o
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Fin Exercice 5
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Exercice 7 :
Soient (G, .) un groupe fini et ©» un morphisme de G vers le groupe C*.
Supposons que 1 n’est pas une application constante.

Montrer que Z U(g) = 0.
gelG
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Fin Exercice 6
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