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Partie |

01
0 O] etJ®=1.PuisqueJxJ*>=1, J estinversible et ' =J>.
10

M(a,b,c)=al+bJ+cJ? donc E = Vect(l ,J J?).

Par suiteE est un sous-espace vectorie(&t/,J?) en est une famille génératrice.

Supposons\.] + p.J +v.J*=0,. On a clairemenf = y=v =0.

Par suite(Z,/J,J?) est une famille libre et donc une basefledimE = 3.

M(a,b,c)M (@' b ,¢")= (@a’ +bc’ + b)) + (@b’ +ba’ +cc’ WV + (ac’ +bb' +ca’)}J* car J*=J .
ECM,R), I€E etYM,M' € E avecM = M(a,b,c) et M'(a’,b',c') ona

M—-M'cFE et MM' = M(aa' +bc’ +cb’,ab’ +ba’ +cc’,ac’ +bb' +ca’)EE..

Par suiteE' est un sous-anneau dé,(R) . PuisqueMM' = M'M , ce sous-anneau est commutatif.

a b ¢ latb+c b ¢ 1 b c
detM ={c a bl=|la+b+c a bl=@+b+c)0 a—b b—c
b ¢ a la+b+c ¢ a 0 ¢c—b a-—c

donnedetM = (a+b+c)((a—b)(a—c)+ @)—c)z)

ou via SarrusdetM = a® +b° +c®— Jibc

M estinversible ssietM = 0.

Compte tenu du calcul effectué en 2.b et dugfae (1,.,.J?) est libre :

ax+cy+bz=1
MN =1 ibr+ay+cz=0
cx+by+az=0

a ¢ b a b ¢
Le déterminant de ce systemesta ¢| = |c a bl=detM = 0.
C b a transppaorsitio b C a
Ce systeme est donc de Cramer.
Par les formules de Cramer :
1 ¢ b a 1 b
0 a ¢ b 0 ¢
0 b a a® —be ¢c 0 a cZ—ab
e detM  a®+b3+c3— Jbe’ v= detM  a®+b3+c3— Fibe’
a ¢ 1
b a
c b b? —ac

detM @ +b°+c°— Fbe
Partiell

Mat, (f)€ O(3) donc f € O(F) .
Soitu=zi+yjt+zkeE. fu=usr=y==z.

L'ensemble des vecteurs invariants gfaest la droiteD = Vect(w) avecw = %(i +j+k).

Par suitef est une rotation vectorielle autour de la drdite Orientons celle-ci par le vecteur et
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notons@ I'angle de cette rotatiortr(f) = 0= 2co¥) + donccost =— ¥ Z.
11

1 1 . . 2 .
Det(w,,f()=—=|1 0 (=-——< Cdoncsind <0 puisf =—— |2x|. Finalement :
wif O)= gt ¢ 7 P 3 27

/ est la rotation d’axe dirigé et orientons pas — NG (z+j +k) etd’angled =—27/3 .

Par composition :

f? est la rotation d’axe dirigé et orientons pas= —— \/_ (i4+7+Fk) etdangle20 = 74%:2—; [27r] .

Soitu=%(i—j), v=%(z‘+y‘—2k) etw=ﬁ(i+j+k).

[u] = 0| =1 et (u|v)= 0 donc (u,v) est un famille orthonormée.
On observe par calculsuAv=w et on peut conclure qug:,v,w) est une base orthonormée directe.

On af(w)=w et puisque(u,v) est une base orthonormée directe du pflm}ﬁ muni de 'orientation

induite : f(u) =cosd u+ Sirﬂvz—%u—gv et f(v) =—sinfu+ cosﬁvzgu_%v,
~y2 /32 Y2 32
Par suiteMat,, (f)= —\/1_3/2 -¥2 puis Mat,, (f2)= fs/z —12
©c 0 1 o o0 1
a b ﬁ(b*C) 0
2 2
fope =a+b.f+c.f? donc N(a,b,c)= g(cb) 20— (2b+6) 0
0 0 a+b+c

fiy. €07(E) < N(a,b,c)€ 0" (3) puisqueB’ est une base orthonormée.
”01" = "02" = "03" o

N(a,b,c)€ 0" ()= 1(C,1C,)= €, IC3)= C51C,)= 0
dettV@ b c))> 0

(2a—@O+c)’+3b—cyY =4

Sila+b+c)’ =1

((2&4*@4%6»2
4

4a” —dab— dac+ B° — bc+ 4°= 4

Sila+b+c)’ =1

+%(b76)2)(a+b+0)> 0

a+b+c>0
4a+b+c)*—12@b+ac+bc)= 4
<~

a+b+c=1

a+b+c=1

ab+ac+bc=0

2 - B T 0 23
P/ (z)=32*—2r=12(3r— 2) donc @+ 0-0 1

Ceci permet de construire le tableau de variat®®¢ ou on lit :
admet trois racines réelles 3j(0) > 0 et P, (2/3)< 0 ce qui équivaut & € [O 4/Zﬂ .

m



3.c

Si f,,. estune rotation vectorielle al g+b+c =1 .
abe ab+bc+ca=0

Or a,b,c sont les trois racines du polyndmgs —a)(X —b)(X —c¢) = P, avecm = —abc.

PuisqueP, admet trois racines: €[0,4/ 27 et on conclut.
Inversement, siz,b,c sont les trois racines réelles & avecm €[0,4/ 27 alors, de par les relations

entre racines et coefficients d’'un polynéme sciodé et+btc=1 etdoncf est une rotation.
ab+bc+ca=0



