CONCOURS COMMUN 2004

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

CORRECTION

Premier probléme
I. Résolution d’équations différentielles

1. Notons (Eg) I’équation proposée. La fonction t — tht est continue sur R. Donc, les solutions de (Ep) sur R sont de la
forme Afp, A € R, ou fo est une solution non nulle de (Eg) sur R.

Soit z une fonction dérivable sur R.

z solution de (E) sur R & Vt € R, z/(t) + th(t)z(t) = 0
&SVt eR, ch(t)z/(t) +sh(t)z(t) =0 &Vt € R, (ch.z)/(t) =0

SIACeR/VLER, ch(t)z(t) =C& IC e R/ VLER, z(t) = %

C
Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme t — It CeR.
C

Maintenant, pour une telle fonction z, z(0) = 1 & 7= 1 & C = 1. Par suite, il existe une et une seule solution z de

(E) sur R vérifiant z(0) = 1, & savoir

1
VtER, z;(t) = —.
€R, z(t) Tt

2. Notons (E) ’équation proposée. Les fonctions t +— tht et t — ttht sont continues sur R. Donc, les solutions de (E)
sur R sont de la forme Az; + f1, A € R, ou f; est une solution de (E) sur R.

Déterminons une solution particuliére de (E) par la méthode de variation de la constante. Il existe une solution
particuliére de (E) sur R de la forme C.zy ou C est est une fonction dérivable sur R. Puisque,

(Cz1) +th(t)(Cz1) = C'zy + C(z} + th(t)z1) = C'z,

on a

Cz; solution de (E) sur R & Vt € R, C’(t)z1(t) =t.tht
&SVteR, C'(t) =t.tht.cht &Vt €R, C'(t) =t.sht

Une intégration par parties fournit alors

Jtsht dt:tchtfjcht dt =tcht—sht+A.

tcht—sht
On peut prendre pour tout réel t, C(t) = tcht —sht et donc C(t)z1(t) = % = t — tht. Une solution

particuliére de (E) sur R est donc la fonction t — t — tht. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

C
t—t—tht+ —, CeR.
— +Cht’ €

C
Maintenant, pour une telle fonction z, z(0) =0 & 0—0+ 7= 0 & C = 0. Par suite, il existe une et une seule solution

z de (E) sur R vérifiant z(0) = 0, & savoir

VteR, zo(t) =t —tht.
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IT1. Etude d’intégrales et de suites

est continue sur [0,x] si x > 0 et sur [x, 0] si x < 0. Donc I (x) existe.

1
Soient k € N* et x € R. La fonction t — o
c

du
10. Soit x € R. En posant u = et et donc t = Inu puis dt = —, on obtient
u

x x 2 < 2 d <

J —dtzj g dtzj ——u=2J —— du=2(Arctan(e") - 7).

OCht Oet+et 1 u+lu ] 1—|—u2 4
u

I(x) =

Vx € R, I;(x) = 2 Arctan(e*) — %[

11. Soit x € R.

1
12. a) Soient k € N* et x € R. Les fonctions t — sht et t — W sont de classe C! sur [0,x] si x > 0 et sur [x,0] si
ch

x < 0. On peut donc effectuer une intégration par parties qui fournit :

* x 1 1 A —(k+1)sht
I :J dt :J cht.———— dt = [sht.i] —J sht—————— dt
h o ch*t 0 ch*1¢ ch**1¢ 0 0 ch*% ¢
shx * sh?t shx X ch?t—1
=—t k+1j dt = +k+1J7dt
Cthr]X ( ) o Chk+2t Cthr] x ( ) ° Chk+2t
shx * *
=—+(k+1 J—dt‘[idt)
ch* 1 x ( ) < o ch®t 0 ch**t2 ¢
shx
=———F—+ (k+1)(Ix -1 .
o e 1T~ Tea)
Par suite,
shx
(k4+ NI = A= + kI
On a montré que
k 1 shx
Vk € N*, ¥V R, I = I .
S y VX € R, lk42 k+] k+k+]chk+1x
4 (© Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.
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b)

1 1 shx 1 T 1 shx shx T
I3 =<1 ——— = —(2Arct *) — = ——— = Arct x _— =
3=3 ]+Zch2x 2( rctan(e™) 2)+Zch2x rctan(e )+Zch2x T
et
I ZI +1 shx *zthx—i—] shx
4 3 z 3ch®x 3 3ch3x’
shx s 2 shx
Vx € R, I3(x) = Arctan(e*) + —— — — et I4(x) = = thx + ———.
3(x) (eX) Taie 3 4(x) 3 T

13. a) Soient k € N* et x € R. En posant u = —t, on obtient

Ik(—x):JHX 1 dtzré(—du):—r | du = —e(x).

o ch®t o ch®(—u) o ch*u

vk € N*, Iy est impaire. I

1
b) Soit k € N*. Puisque la fonction ch est continue sur R et ne s’annule pas sur R, la fonction t + —— est définie et

Donc,

continue sur R. On en déduit que la fonction Iy est définie et dérivable sur R et en particulier est continue sur R.

1
c) Soit k € N*. La fonction t — —— est de classe C* sur R en tant qu'inverse d’une fonction de classe C* et ne

¢
s’annulant pas sur R. On en déduit que la fonction I est de classe C* sur R.

14. Soit k € N*. Pour tout réel x, on a

kshx
I (x) = —— puis I//(x) = ——2%
() chFx' P k() ch* 1 x

et enfin

—(k+1)shx) __kchzx—(k+1)sh2x

1
" o
M (x) =—k (chxchk+1 ” +shx T 5 7x

15. Soit k € N*. La fonction Iy est de classe C* sur R et en particulier admet un développement limité d’ordre 3 en 0
fourni par la formule de TAYLOR-Y OUNG.

II/ 0 II/I 0
Le(x) = Ti(0) + I (O)x + #xz - %ﬁ +0(x?)

—k k
_ 2 3 3) _ K3 3
X:OO-I—].x—I—O.x + ¢ X +o(x )XHOX cx + o(x?).

k 3 3
L (x) X EX + o(x).
1
16. Soit k € N*. Pour tout réel x, Ij (x) = h—k > 0. Donc la fonction Iy est strictement croissante sur R.
ch®x

17. a) Soit k € N*. La fonction I est strictement croissante sur R et en particulier, pour tout entier naturel n, on a

Un41 = Ik(n+ ” > Ik(n) = Un.

La suite (u,) est strictement croissante.
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1 2 2
b) Soit t un réel positif. Puisque et >0, — = ——— < — =2e" "
) P d cht e t+4et = et
Soit alors k € N* et n € N. Par croissance de 'intégrale, on a

" 1 ¢ " t\k k " kt 2k k zk
I = — dt < 2e” dt =2 At =—(1—e ") < —.
k() Jo (Cht> _,[o( ) Jo ¢ k( e < k

Vk € N, ¥n € N, Ix(n) <

~|"2

zk
La suite (un) est ainsi croissante et majorée (par ?) On en déduit que la suite (u,) converge.

18. a) Soit k € N*. La fonction I est croissante sur R. Pour tout réel positif x on a alors
zk
k(x) < L(E) +1) < -
2k
Ainsi, la fonction Iy est croissante sur RT et majorée (par ?) La fonction Ix a donc une limite réelle en +o0o0 ou
encore Ji existe dans R.

b) J1 = lim Ii(x) = lim (ZArctan(ex)—ﬂ)zget J, = lim L(x)= lim (thx)=1.

2 X— +00 x— 400

c) Soit k € N*.

1 shx k
) Ika

fevz = lim Tiea(x) = Hm (k+ T T e TR

shx ex/2 1

_ —kx
T x  (ex/2)%H T xe 0).

(car

k
Yk € N* = —Ji.
€ N*, Jii2 k+1]k

Détaillons davantage cette récurrence. Pour les entiers impairs, elle s’écrit

2p—1
Vp e N, Jopr1 = ——J2p1.
P+ 2p P

Donc pour tout entier naturel non nul p, on a

2p—12p—32p-—5 1. (2p)2p—1)(2p—2)(2p —3)...2.1

S = T I T T (@ —2) 222
ce qui reste vrai quand p = 0.

_ (2p)!
~ (2rp1)?

T T
2 2

(2p)! =

VpeN, Jopy1 = W—-

De méme, pour les entiers pairs, la récurrence s’écrit

2p —2]
2p 1%

Donc pour tout entier naturel p supérieur ou égal a 2, on a

vp 22) IZ‘p =

C2p-22p-4 2. (2p-2)(2p—4)...42) ]7(21’*](]9—1)!)2
]Zp—zp—_12p_3...§]2— — ,

2p—1(2p—2)(2p—3)...3.2° (2p —1)!
ce qui reste vrai quand p = 1.
) FIN
A R T
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