CONCOURS COMMUN 2004

DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve Spécifique de Mathématiques
(filiere MPSI)

CORRECTION

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2006. Tous droits réservés.



Deuxiéme probléme

I. Etude de structures

1. a) E={aky 1 +bEr2+cE12, (a,b,c) € R3} = Vect(Eq,1,E12,E2,2). Donc, E est un sous-espace vectoriel de .#>(R).
b) D’aprés a), la famille (E1 1,E1,2,E2.2) est une famille génératrice de E. D’autre part, la famille (Ey 1,E12,E22) est
libre en tant que sous-famille de la famille libre (Eq 1,E72,E2.1,E22) (qui est la base canonique de .#5(R). Ainsi

une base de E est (Eq,1,E1,2,E2,2) et dim(E) = 3.

2. a) Soient (a,b,c,a’,b’,c’) € R°.

a ¢ a’ ¢\ _ ([ aa’ ac’+cb’ cE
0 b 0o v ) 0 bb’ )

Ainsi, le produit de deux éléments de E est encore un élément de E et

E est stable pour la multiplication des matrices. I

b)E;é@carIz:(g) ?)EE.

Puisque (E, +,.) est un sous-espace vectoriel de (#2(R),+,.), (E,+) est en particulier un sous-groupe de (.#>(R),+)
etona:V(M,N)eE> M—NEcE.

Puisque E est stable pour le produit matriciel, on a ¥(M,N) € E2, M x N € E.
En résumé,

e, €E,;

e V(M,N) e E2, M—N € E;

e V(M,N) € E2, Mx N €E.
On en déduit que

E est un sous-anneau de 'anneau (.#2(R),+, x).

c) Ey1 et Ey 2 sont dans E. Eq 2B 1 =0et By 1E1 2 =Eq1 2 #0. Donc Eq1E1 2 # Eq2E1,1 et E n’est pas commutatif.

3. Vérifions que G est un sous-groupe de (4.Z>(R), x).

oIz_(1 O>€GetdoncG7§®.

o

1
e Soit (a,b,c) €]0, +o0[x]0, +oo[xR. Alors

a ¢
det(o b)—ab>0,

et en particulier det 8 ) # 0. Donc tout élément de G est dans 4.Z,(R) ou encore G C 4.Z,(R).

c
b
e Soit (a,b,c,a’,b’ c’) €]0, +00[x]0, +oo[xRx]0, +00[x]0, +co[xR. Alors
i i i li /
( 8 }C) ) ( % ;, ) — ( ag acb—{;,Cb ) € Gcaraa’ > 0et bb’ > 0.
e Soit (a,b,c) €]0, +00[x]0, +oo[xR. On sait que
a ¢\’ 1 b c - 1
- - — b _ _
(Ob) _ab<0 a) 01 chara>0etb>0.
b

Finalement, G est un sous-groupe de (4.%Z>(R), x) et en particulier,

G est un groupe multiplicatif. I

—C

1

o o=
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I1. Puissances d’une matrice et suites

4. a) Soit (a,b,c) € R? tel que a # b puis A = ( 8 IC) ) Montrons par récurrence que
p .aP—bP
vpeN, AP = @ “TTp
0 bP
aP —bP
a? c— a c¢ 1 ) .
e Pour p=1, a—b = ( > = A'. La formule proposée est donc vraie pour p = 1.
0 bP 0 b
aP —bP
. aP ¢c——
e Soit p € N. Supposons que AP = a—b . Alors
0 bP
APTT=A x A
P _ pP P _Hp
a? cu a c¢ abtl cab +bcu
= a—b S T a—>b
0 bP 0 brH1
. Cap(a—b)-i-b(ap—bp) QP+ cap“—bp“
= a—2> = a—>b
0 bPH! 0 bPH!

On a montré par récurrence que

P
Vp € N*, V(a,b,c) €R3, a#b = ( g ;)

a c¢

0

E]f » = 0. Mais alors, puisque les matrices al, et cEq > commutent, la formule du binéme de NEWTON permet d’écrire
pour p € N*

b) Soit (a,c) € R? puis A = ( a > On a donc A = al; + cEq 2. On note que E%,Z = 0 et donc que pour k > 2,

P
AP = (al; +cE1 2P =) <E) (al2)P *(cE1 2)* = aPIy +paP ¢k .
k=0

On a montré que

o)
* 2 a ¢
VpeN,V(a,c)eR,(o a)

5. a) Inégalité de TAYLOR-LAGRANGE.
Soient n un entier naturel, I un intervalle de R et f une fonction de classe C™*! sur I & valeurs dans R (ou C). Si il
existe un réel M tel que pour tout réel t de I, [f(m+1)(t)] < M, alors

flk

= ) _ 1
vlab) € I, (o) = 3 o et < e
k=0 :

- (41

b) Soient n un entier naturel non nul et x un réel. Soit I 'intervalle [0,x] si x > 0 et [x,0] si x < 0. Pour t € I, posons
f(t) = eb. f est de classe C"*! sur I et pour tout réel t de I, on a

[FFD () = et < el

carsix>0,tel=t<x=xetsix<0,tel=t<0=t<—x=[x|
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Appliquons alors I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE avec a = 0 et b = x. Puisque pour tout entier naturel k, on a
f(K)(0) = ° =1, on obtient

. n xk x| ‘X‘n+1
-2 =
n
k=0 (n +
|X|n+1
Les théorémes de croissances comparées permettent d’affirmer que lim ———— = 0 (comparaison d’une suite

no4oo (M+ 1)!
géométrique et d’une factorielle) et on a donc montré que

Vx € R, lim @n,(x)=¢e".
n— +oo

c) Soient n € N* et (a,b,c) € R? tel que a #b. D’aprés 4.a), on a

n aP —bP s a ¢ (DI a_p,Z“ E)
Ba=Y — | @ Cap | = TV apmpr O
poP \ 0 bP 0 oo o

Ainsi,
¢on(a) — on(b)
a—b '

La question b) permet d’affirmer que les suites (o), (fn) et (yn) convergent et que ces suites ont pour limites
respectives

on = @n(a), Bn =@n(b)etyn=c

noa’ no pab! noa’ noab!
T Z ]; 0 aP o n a? n n aP
p=0 0 Z‘p:O F 0 ZP:O F
aP 1 a
Yoo o7 oo ?
= a
0 Yoo

Ainsi,

oan = @n(a) et yn = con_1(a).

La question b) permet d’affirmer que les suites («n) et (yn) convergent et que ces suites ont pour limites respectives

o =e%ety=ced. I

0
1

6. a) D’apres 5.b), 'image par f de la matrice nulle 0, est < ) = I,. En particulier, f(02) # 02 et donc

1
0
f n’est pas linéaire. I

b) Soient (a7,b7,c1,a2,b2,c2) € R® puis Ay = ( cg ;]1 ) et Ay = ( %2 ;i ) tels que f(A1) = f(Az).

On a déja dans tous les cas e?’ = e%? et eb1 = eP2 ce qui fournit a; = az et by = by.
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Maintenant

et —ebr etz —eb2
e si de plus aj # by alors ay # by et 'égalité f(Aq) = f(A2) impose ¢4 T c2 5 et finalement ¢; = ¢
a; — 0 a — b2
el —ebr ez b2
car = # 0.
a; — by a — by
e si par contre a; = by alors a; = by et I’égalité f(Aq) = f(A2) impose c1e’ = ce®? et finalement ¢ = ¢, car
edr =e% £0.

On a montré que

Y(A1,A2) € B2 (f(A1) =f(A2) = Ay = Ay

f est injective. I

c¢) Pour tout élément A de E, les coefficients diagonaux de f(A) sont des réels strictement positifs. Donc par exemple, la
matrice nulle (qui est un élément de E) n’a pas d’antécédent par f dans E.

f n’est pas surjective. I

d) D’aprés ce qui précéde, on a f(E) C G. Montrons que 'on a aussi G C f(E).

et donc que

/ /
Soit A’ un élément quelconque de G. Posons A’ = ( ((l) b’ ou a’, b’ et ¢’ sont trois réels tels que a’ >0 et b’ > 0.
Ina’—Inb’
esia’#b’,posonsa=Ina’,b=Inb’ et c:c’% puis A = ( 8 IC) ) Alors a # b et
. e*—eb o C,lna’—lnb’ a’—b’ o o
f(A) = © ¢ a—Db = a’—b’ Ina’—Inb’ —( 0 b’)_A/'
0 eb 0 b’

Dans ce premier cas, on a trouvé un élément A de E tel que f(A) = A’.
0
e* ce® a’ ¢’ a’ ¢! a’
_ _ _ — _ li
f(A)_<O e? >_(O a/>_<o CLC/L/ >_A

Dans ce deuxiéme cas, on a aussi trouvé un élément A de E tel que f(A) = A’.
On a montré que VA’ € G, JA € E/ f(A) = A’ et donc que G C f(E). Finalement

/
. c . a ¢
os1a’zb’,posonsazlna'etc:—/pulsAz( CL).Alors
a

f(E) =G.

e
7. a) Premier cas. Soit (a,b,c) € R3 tel que a #b. On a déja A’ — 1 = a—>o . Comme a # b, on a
b_1

e® —1+#¢eP —1 et d’aprés la question 4.a)

VpeN*, (A —T)P = ¢ a—b

Mais alors,

p=1 p=1
et
n n
c L (L
— — 1) — —_ 1P
en=— ; (et =1) ; S (e =)
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a a
Deuxiéme cas. Soit (a,c) € R?. On a déja A’ —1 = ( € 0 ! e§i1 ) D’aprés la question 4.b)
c ar e [ (e* =17 cetpled —1)P!
Vp e N*, (A'—1) _< 0 (e9 —1)P .

Mais alors,

no o 1yp—1 n
vneN* a, = Z %(ea —1)P, et ¢, = ce® Z(—])p_1 (e —1)P~ 1.
p=1 p=1

b) Soient n un entier naturel non nul et x un réel de ]0, 1[. Soit I l'intervalle [0,x]. Pour t € I, posons f(t) = In(1 4 t).

f est de classe C™*1 sur I. On a déja

1
/ _
Vtel,f(t)_]H.

Mais alors, on obtient facilement par récurrence :

vk € [1 1, vt eI, f& (1) = (f ) () =
e[+, el 9 = (10 V() =

En particulier, pour tout réel t de I, on a

(=1)"(n)!

(1+t)n+1

n!

= |

ronet ="

1) )] = ‘

D’autre part, f(0) = 0 et pour tout k € [1,n],

f90) _ (=1 (k—1)! _ (=)
k! k! N k

Appliquons alors I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE avec a =0, b =x et M = n!. On obtient

Xn-H Xn-H 1
<nl! = < .
ST T ngd St

In(1 +x) fZ(q)k—‘%
k=1

Quand n tend vers +oo, tend vers 0 et on a donc montré que

vx €10, 1], lim Pn(x) =In(1+x).

(=D (k-1

c) Puisque 0 <a<ln2et0<b<In2onal<e*—1<1et0<e?—1<1. On peut donc appliquer ce qui précéde
au réel x = e® — 1 ou au réel x = e® — 1. Dans tous les cas, on a pour tout entier naturel non nul n, a, =Ppn(e® —1) et
by =P (e? —1). Les deux suites (a,) et (by,) convergent respectivement vers In(1+ (e* —1)) = a et In(1+(e® —1)) = b.

c
Ensuite, si a # b, pour tout entier naturel non nul n on a ¢, = —b(ll)n((l) —Pn(b)). Dans ce cas, la suite (cn)
a—

converge vers

c a b __¢
— (14 (e* = 1) ~In(1+ (e* —1))) = —

Mais si a = b, pour tout entier naturel non nul n on a

n n—I1
cn = ce? Z(—])p_1 (e — 1P~ = ce® Z(] —e)?
p=1 p=0
‘I* ]7 a\n
el T s e s et £0)

1—(1—e9)
=c(1—(1—e")™)

Maintenant 0 < a <In2 = —1 < 1—e% < 0 et donc la suite (cn) converge vers c.
Finalement dans tous les cas,

lim a,=a, lim b,=bet lim cn=c.
n— —+oo n— +oo n—+oo

(a—b)=c.

FIN
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