Cours lére Année

SOUS-ESPACES AFFINES D’UN
ESPACE VECTORIEL

(E,+,-) sera un K-espace vectoriel de dimension finie.
1) Structure affine d’un espace vectoriel

Soient A, B € E.

Notation :

(B — A) se notera AB.
NB :

1) A,B et AB € E.
N AB=71 & B=A+1
ot A,Bet 4 € E.
3) A et B sont dits points de E.
U et ﬁ sont dits vecteurs de FE.

2) Translation t

Définition 1 :

Soit @ un vecteur de E.

La translation de vecteur U est I’application t- définie par

s E — F

T A o to(A)=A+ U EE
NB :
tﬁ(A):B@@:W@B:AjLﬁ
Proposition 2 :
1) tg =idg

2) tyoty =ty v =tygoty
1

3) tg est bijective et (t3)” =t—
NB :

1) t2(0)=0 & @ =0

2) t nest linéaire que si U = .

3) Sous-espace affine d’un espace vectoriel

Notation :

Soient A € E et F' un sous-espace vectoriel de F.

A+ F={A+7W | " € F}

Définition 1 :

Soit F C E. F est dit sous-espace affine de F si et seulement s’il est de la
forme

F=A+F
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ou A € I et F' un sous-espace vectoriel de E.
Vocabulaire :

1) F s’appelle le sous-espace affine de E passant par A et dirigé par F.
2) Le sev F s’appelle la direction du s-espace affine F.

NB1:

1) On montre que si A,B € E et F et G deux sev de E alors

A+F=B+G = F=G

2) D’ou l'unicité de la direction d’un sous-espace affine.

NB 2 :

Tout sous-espace vectoriel de E est aussi un sous-espace affine de E.

C’est le sous-espace affine de E passant par 0 et dirigé par lui-méme.
Proposition 2 : (Intersection de deux sous-espaces affines)

Soient F et G deux sous-espaces affines de E de directions respectives F' et
G.

L’intersection F NG est soit vide soit un sous-espace affine de direction F' N G.
Démo en bref :

Suppososn que F NG # (), et soit A € FNG.

F=A+F -
Ona{ G—A+G . Montrons que FNG =A+ FNQG.

MeFNGg s J\E]-‘etMig
s AM e Fet AM e G
o AMeFNG

& Me(A+FNQG)
Exemples classiques de sous-espaces affines :

1) Considérons I’équation différentielle
(E):y =ay+b
et son équation homogéne

(H):y =ay

ot a,b € C(R,R).
Sy la droite vectorielle des solutions homogénes de (H); engendrée par
z — e on A un primitive de a.
Si yp est une solution particuliére de (E), alors I’ensemble des solutions
de (E) est

Sg =1yo+ Su

qui est le sous-affine de C!(R, R) passant par yg et dirigé par Sp.
C’est en fait une droite affine.
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2) Considérons maintenant I’équation différentielle
(E):y" +ay + by =c

et son équation homogéne
(H):y" +ay +by=0

ou a,b,c € C(R,R).
Sy le plan vectoriel des solutions homogénes de (H).
Si yp est une solution particuliére de (E), alors I’ensemble des solutions
de (E) est
Sg =yo+ Su
qui est le sous-espace affine de C2(R, R) passant par yg et dirigé par Sp.
C’est un plan affine.
3) Soit ¥ un systéme linéaire d’écriture matricielle AX =b; ou A € M, (R)
et b€ My (R)
Si X est une solution particuliére de X, alors I’ensemble des solutions de

ce dernier est

Sy, = Xo + ker(A)
C’est le sous-espace affine de M,,1 (R) passant par X et dirigé par ker(A).

4) Equation de la forme u(z) =b; ot u € L(E, F)
Proposition :

Soient u € L(E,F) et be F.

L’ensemble des solutions de ’équation

uw(z)=b, €k

est soit vide soit un sous-espace affine de E de direction ker(u).
Démo en bref :
Notons S ’ensemble des solutions .
1) Cas 1:Sib¢ Im(u)
S =0.
2) Cas2:Sibe Im(u)
Soit xg € E tel que u(xg) =b. On a
reS & ulx)=0>b
< u(z) = u(zo)
& (x—x) € ker(u)
&z €z + ker(u)

D’ou S = zg + ker(u), qui est le sous-espace affine de E passant par z( et
dirigé par ker(u).

Exemple 1 :

(Equation différentielle linéaire de premier ordre avec second membre).
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5) Repére affine - Coordonnées

Définition 1 :

Un repére affine de E est tout couple (O,B) o O € E et B une base de E.
Vocabulaire : O s’appelle son origine.

Proposition et définition 2 :

Soient R = (O, B) un repére affine de E et M € E.

Notons B = (e, ,en).

n
——
1) Mxy,-- ,x,) €K, OM = inei
i=1

2) (21, ,x,) s’appelle la famille des coordonnées de M dans le repére R.
NB :

1) On écrit M(zq,- - ,xy).

n
2) M(z1,- ,x,) & M= O—l—inei
i=1
3) O(0,---,0).
6) Hyperplans affines
Définition 1 :
Un hyperplan affine de E est un sous-espace affine de direction un hyperplan
vectoriel.

Proposition 2 :
Soit R = (O, B) un repére affine de E.

1) Tout hyperplan affine F posséde une équation cartésienne de forme

F ax1+---+apxy, =0

ou (ay,...,an) € K"|{0} et b € K.

2) Réciproquement, toute équation de la forme ci-dessus représente un hy-
perplan affine.

Par exemple :

1) Dans R2, les hyperplans affines sont les droites affines de la forme
(D) : ax+by+c=0

ott (a,b) € R%[{(0,0)} et c€ R

2) Dans R3, les hyperplans affines sont les plans affines de la forme
(P) : ax+by+cz+d=0

ott (a,b,c) € R3{(0,0,0)} et d € R
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