INTEGRATION SUR UN SEGMENT
Résumé

I) Fonctions en escaliers - Fonctions continues par morceaux (CPM)
1) Subdivision d’un segment

NB : [a, b] sera un segment de R. (a < b)

Définition 1 :

On appelle subdivision de [a,b] tout (xq,...,z,) €[a,b]"*! avec

ro=a<--<zTp=>

n étant dans N.
Vocabulaire :

1) Le pas de la subdivision : ¢’est maxo<g<n—1(Zk+1 — Zk)
2) Le support de la subdivision : c’est {zr | 0 < k < n}

3) Si (Tk4+1 — @k)o=<k=n—1 est constante, on dit que la subdivision est & pas
constant ou réguliére.
o VOjkjn—l,mkH—xk:b_Ta
Onawm'{VOjkjma%:a+k%ﬁ
Définition 2 : (subdivision plus fine)
Soient o et ¢’ deux subdivisions de [a,b] de supports respectifs S, et S,.
On dit que o est plus fine que ¢’ si et seulement si S, O S,-.

Définition 3 : (Réunion de deux subdivisions)
La réunion des deux subdivisions o et o’ de [a,b], qu'on note o U o', est la
subdivision de [a, b] dont le support est la réunion des deux supports.

Proposition 4 :
Si o et ¢’ sont deux subdivisions de [a, b], alors leur réunion est une subdi-
vision plus fine que o et o’

2) Fonctions en escaliers

Définition 1 :

Soit f : [a,b] - K avec K=R ou C.

1) f est dite en escaliers sur [a, b] si et seulement s’il existe une subdivision

ro=a<x] <--- <z, =bde [a,b| telle que f soit constante sur chaque
intervalle ouvert |z, xgi1].

2) Cette subdivision est dite subdivision adaptée a la fonction en escaliers

f.
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Définition 2 :
Soit f: I — K, ou I un intervalle de R.
f est dite en escaliers sur I si et seulement si elles est en escaliers sur tout

segment de [.

Exemple : La fonction partie entiére est en escaliers sur R.

Notation : £ (I,K) : L’ensemble des fonctions en escaliers sur I a valeurs
dans K.

Proposition 3 :

Soit f : [a,b] — K en escaliers sur [a,b].

1) |f| est aussi en escalier sur [a, b].

2) f est bornée sur [a,b|.

3) Si o est une subdivision adaptée a f, alors toute subdivision plus fine est
aussi adaptée a f.

4) La combinaison linéaire de deux fonctions en escaliers sur [a,b] est une
fonction en escaliers.

5) &€ ([a,b],K) est un espace vectoriel.

3) Fonctions continues par morceaux

Définition 1 :

Soit f : [a,b] = K avec K =R ou C.

f est dite continue par morceaux sur [a,b] si et seulement s’il existe une

subdivision xg = a < 21 < --- < x, = bde [a, ] telle que les deux conditions
suivantes soient satisfaites :

1) f est continue sur chaque |z, Tr41].

2) La restriction de f a chaque |z, zk41[ est prolongeable par continuité en
Tk et Tp41.
C-a-d en chaque x, f admet une limite & gauche et une limite & droite
finies.

Vocabulaire : Cette subdivision est dite adaptée a f.

Définition 2 :

Soit f: 1 — K, ou I un intervalle de R.

f est dite en continue par morceaux sur [ si et seulement si elle est continue
par morceaux sur tout segment de 1.

Notation : Cp, (I,K) : L'ensemble des fonctions continues par morceaux
sur I a valeurs dans K.
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Proposition 3 :

1) Toute fonction continue est CPM.
2) Soit f : [a,b] — K CPM sur [a,b]. f est bornée sur [a, b].

3) La combinaison linéaire de deux fonctions CPM sur I est une fonction
CPM.

4) Cpm (I,K) est un espace vectoriel.

Proposition 4 : (Approximation d’une fonction CPM par une fonction en
escaliers)

Vf € Cpm ([a,b],K), Ve =0, 3® € £ ([a,b],K), Vz € [a,b], |f(z)—P(x)] <€

IT) Intégrale sur un segment d’une fonction en escaliers

Proposition et définition 1 :
Soient f € £([a,b],K) et o = (zg,...,z,) une subdivision adaptée.

Notons ¢ = f (%) la valeur de f sur |xg, Triq].
n—1
1) La somme Z($k+1 — x)cr ne dépend pas de la subdivision adaptée
k=0
choisie.
n—1 b
2) Z(ﬂfk—kl — a1 )cr s’appelle U'intégrale de f sur [a, b], et se note / f(x)dzx
k=0 a

Proposition 2 : (Linéarité de 'intégrale)
Soient f,g € € ([a,b],K) et A\,p € K. On a

/:()\f(ar) + pg(x))dr = /\/abf(a:)dq; + “fabf(m)dm

Proposition 3 : (Relation de Chasles)
SoienthE([a b,K) et a < c < b.

) f est en escalier sur [a,c] et [c,b].

ff iz = [ (e M+ff

Proposition 4 : (Positivité de l'intégrale)

Soit f € £ ([a,b],R). On a :

b
f=0= f f(x)dz =0
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Proposition 5 : (Croissance de l'intégrale)

Soient f,g € £ (la,b],R). On a :

f2g= /abf(&“)dw = ]abg(il?)dfc

Proposition 6 : (L’inégalité triangulaire)

Soit f € & ([a,b],R). On a :
b
< [ 1@z

IIT) Intégrale sur un segment d’une fonction continue par morceaux

(z)dx

Proposition et définition 1 :
Soit f € Cpm ([a,b],R).

) ={ [(swir 1€ & 00R) etg< 1)
TH) = {f:gmdx g€ (ab®) etox

1) inf(JT) et sup(J~) existent et sont égales.

Notons :

2) Cette valeur commune s’appelle l'intégrale de f sur [a, b].

Elle se note/ f(x)dx.

Proposition 2 : (Linéarité de I'intégrale)
Soient f,g € Cpm ([a,b],R) et A\, p € R. On a

fab()\f(a:) + pg(x))dr = )\/:f(a:)d:c + ﬂfabg(a;)dx

Proposition 3 : (Relation de Chasles)
Soient f € Cpm ([a,b],R) et a < ¢ < b.

) f est CPM sur [a,c| et [c,b].

/f(:t:d:c—/f(:t:d:c+/ f(x)d
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Proposition 4 : (Positivité de I'intégrale)
Soit f € Cpm ([@,b],R). On a :

b
fr0= f f(@)dz =0

Proposition 5 : (Croissance de 'intégrale)
Soient f,g € Cpm ([a,b],R). On a :

b b
fRg= f flx)dr = /g(:c)d:c

Proposition 6 : (L'inégalité triangulaire)

Soit f € Cpm ([a,b],R). On a :
b
< [ i@l

Proposition 7 : (Intégrale nulle d'une fonction continue positive)
Soit f: [a,b] — R.

1) f continue

2) f posztwe

ff

IV) Régularité de la fonction z »—>/ f(t)dt

(z)dx

alors (f =0 sur [a,b])

Proposition 1 : (Généralisation de la relation de Chasles)
Soient f € Cpm (I,R) et a,b,c € I. On a

/abf(m)dzc _ /acf(:r)da:+/cbf(:v)dm

T
Proposition 2 : (Régularité de la fonction z — / f(t)dt)

1) Si f est CPM sur I alors (‘v’a €l, F:z— / f(t)dt est continue sur I)

1) Va € I, F:a:r—>/ f(t) dt est de classe C* sur I

2) Si f est continue sur I alors 4
2Q)Vzel, F'(z) = f(z)
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3) Si f est continue sur I alors pour tout a € I, F : x — / f(t) dt est la

primitive de f qui s’annule en a.

4) Deux primitives de I différent par une constante.

b
5) Si f est continue sur I alors pour tout a,b € I, / f(t)dt = F(b) — F(a)

ou F est une primitive de f sur I.
Qu’on note [F(t)].

6) Si f est de classe C! sur I alors
b
Va,be I, f F®)dt = £(5) - f(a)
Réfléxe :

(/ 0 dt) ~ f(x)

Technlques de calcul d’mtegrales

Proposition 1 (Intégration par parties)
Soient f,g € C'(I,R). On a :

b b
Va,be I, / F(Hg(t)dt = [F()g(t)]’ - / F () (8)dt

Proposition 2 (Changement de variable)

1) f: I~ R continue. 3(8) 3
Si| 2) ®:J+— Rdeclasse C' | alors (Va,ﬁ € J, / flz)dx = f f(®(t)) - @' (t)dt
3) (I)(J) - I ‘P(Of) «

Vocabulaire :
On dit qu’on a effectué le changement de variable x = ®(t).

VI) Approximation d’une intégrale

1) Méthode des rectangles

Proposition 1 :
Soit f CPM sur [a,b] & valeurs dans R. On a :

b
1) lim b—a -Zf (a-l— k - b= a) :/ f(x)dx (La plus utilisée)

n—-+oo n n

-b— n—1 b 7 b
2) ngrfoo na-Zf(a+k- na) :Lf(az)d:t:

_ k=0 i




Cas particulier fréquent : (Cas de [a,b|=[0,1])
Si f est CPM sur [0, 1] & valeurs dans R alors on a :

1) ngr}rloo [n Zf ( )] [ f(x)dz (La plus utilisée)

) i [ Zf (g)] - [ s

2) Méthode des trapézes

rog=a < -+ <, étant une subdivision réguliére de [a, b].
On rappelle que
b—a
n
Notons T}, la somme des aires des rectangles de bases [z, T 1]

VO<Ek=<n, zp=a+k

on a :

Proposition :

1) lim Tn—f f(x
Si f € C' (a,b],R) alors e
T, - / f(a

Cas particulier : (Cas de [a,b|=[0,1])
Si f € C'(]0,1],R) alors

. ( 1
lim —
n—-+oo n
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VII) Intégration d’une fonction complexe

Définition :
Soit f: 1 — C CPM. Soient a,b € I.

/ab f(x)dx = /ab Re(f(x))dx +i /ab Im(f(z))dz.

Les propriétés (Chasles, IPP, ...) des intégrales des fonctions réelles valent
aussi pour les fonctions complexes.

VIII) Formules de Taylor

1) Formule de Taylor avec reste intégrale

Proposition :
Soient n € Net f € C"(I,K). On a :

f(k) o)k " O—t)" (nr)
Va,be I, f(b Z i + an (t)dt
2) Inégalité de Taylor-Lagrange
Proposition :
Soient n € N .
Si 1) f € C"TI(I,K)
2)IM =0, Vt € I, |fPtD ()| < M

Zf(k) (a) k-

3) Formule de Taylor-Young

M|b—a|”+1
2 )]

alors (Va, bel,

Proposition :
Soit n € N . Si f € C"(I,K) alors
"L f®)(q
vael, f) = 31D o) of@ - ay

Tr—ra

FIN
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