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Extrait

Exercice

Calcul de la somme de la série de Riemann
∑
n≥1

1
n2

1. Montrer que pour tout k ∈ N∗, ∫ π
0

(
x2

2π − x
)

cos(kx)dx = 1
k2 .

2. Soit x ∈]0, π].

a) Montrer que pour tout n ∈ N∗, eix 1−einx

1−eix = sin(nx
2

)

sin(x
2
) ei

(n+1)x
2 .

b) En déduire que pour tout n ∈ N∗,
n∑

k=1

cos(kx) = sin(nx
2

) cos
(n+1)x

2
sin(x

2
) .

3. Soit ψ une fonction réelle de classe C1 sur [0, π]. Montrer à l’aide d’une integration par parties
que lim

m→+∞
∫ π
0 ψ(x) sin(mx)dx = 0.

4. Soit g la fonction réelle définie sur [0, π] par





g(x) =
x2

2π
−x

2 sin(x
2
) si x ∈]0, π]

g(0) = −1
.

Montrer que g est de classe C1 sur [0, π].

5. a) Montrer que pour tout n ∈ N∗,
n∑

k=1

1
k2 = π2

6 +
∫ π
0 g(x) sin( (2n+1)

2 x)dx.

b) Justifier la convergence de la série
∑
n≥1

1
n2 et montrer que

+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

6. Pour tout réel x > 0, on pose ϕ(x) =
+∞∑
n=1

x
n(1+2nx) .

a) Montrer que pour tout réel x > 0, ϕ(x) est bien définie.

b) Justifier l’existence de la limite, quand x tend vers +∞, de ϕ(x) et déterminer sa valeur.

Fin extrait


