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Irrationalité de ζ(2)

Partie A - Un encadrement de la fonction π

I - Calculs préliminaires

Q1· Considérons le coefficient binomial (
2n + 1

n

)
= (2n + 1)!

n!(n + 1)! .

Soit p un nombre premier tel que n + 2 ≤ p ≤ 2n + 1. Alors p divise (2n + 1)!. Comme p > n + 1 ≥ n, p ne divise

ni n! ni (n + 1)!. Donc il divise
(

2n + 1
n

)
.

Par suite
∏

n+2≤p≤2n+1,
p premier

p divise
(

2n + 1
n

)
ce qui donne

∏
n+2≤p≤2n+1,

p premier

p ≤
(

2n + 1
n

)
.

Pour la seconde inégalité, on utilise la formule du binôme :

22n+1 =
2n+1∑
k=0

(
2n + 1

k

)
.

donc (
2n + 1

n

)
+
(

2n + 1
n + 1

)
= 2
(

2n + 1
n

)
≤

2n+1∑
k=0

(
2n + 1

k

)
= 22n+1.

d’où (
2n + 1

n

)
≤ 22n = 4n.

Ainsi
∏

n+2≤p≤2n+1,
p premier

p ≤
(

2n + 1
n

)
≤ 4n .

Q2· Posons Pn =
∏

p≤n
p premier

p.

I Initialisation : P1 = 1 < 41 et P2 = 2 < 42.

I Hérédité : Supposons Pk < 4k pour 1 ≤ k ≤ n − 1.

Si n est pair, n = 2m. Pn = P2m = P2m−1. Par hypothèse de récurrence,

P2m−1 < 42m−1 < 42m = 4n.
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Si n est impair, n = 2m + 1.

Pn = Pm+1 ×
∏

m+2≤p≤2m+1
p.

Par hypothèse de récurrence, Pm+1 < 4m+1.

D’après Q1 on a ∏
m+2≤p≤2m+1

p ≤
(

2m + 1
m

)
≤ 4m

Donc

Pn < 4m+1 · 4m = 42m+1 = 4n.

Ainsi ∀n ∈ N∗,
∏

p≤n
p premier

p < 4n .

Q3· Soit x ≥ 1. Posons n = bxc ≥ 1.

On a ∏
p≤x

p =
∏
p≤n

p < 4n

Comme n ≤ x alors 4n ≤ 4x. D’où
∏
p≤x

p < 4x .

Q4· Soit n ∈ N∗.

I On a (
2n

n

)
<

2n∑
k=0

(
2n

k

)
= (1 + 1)2n = 4n

Donc
(

2n

n

)
< 4n.

I Montrons-le par récurrence sur n ≥ 1.

C’est vrai pour n = 1.

Hypothèse de récurrence : Supposons
(

2k

k

)
≥ 4k

2k
pour un k ≥ 1. Montrons-le pour k + 1 :

On a (
2(k + 1)

k + 1

)
= (2k + 2)!

((k + 1)!)2 = (2k + 2)(2k + 1)
(k + 1)2

(2k)!
(k!)2 = 2(2k + 1)

k + 1

(
2k

k

)
.

En utilisant l’hypothèse de récurrence :(
2(k + 1)

k + 1

)
≥ 2(2k + 1)

k + 1
4k

2k
= 2k + 1

k(k + 1)4k.

On a 2k + 1
k

≥ 2 , donc (
2(k + 1)

k + 1

)
≥ 2

(k + 1)4k = 4k+1

2(k + 1) .

L’inégalité est vraie pour k + 1 . Par récurrence elle est vraie pour tout k ≥ 1.

Ainsi ∀n ∈ N∗,
4n

2n
≤
(

2n

n

)
< 4n .

Q5· Formule de Legendre :

Soit p un nombre premier. La valuation p−adique vérifie vp(ab) = vp(a) + vp(b) pour tout a, b dans N∗ .
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Donc

vp(n!) =
n∑

k=1
vp(k).

Posons Aj(n) = {k ≤ n | vp(k) = j} .

Cet ensemble est vide si pj > n , c’est-à-dire j >

⌊
ln n

ln p

⌋
, posons Rn(p) =

⌊
ln n

ln p

⌋
.

Alors

vp(n!) =
Rn(p)∑
j=1

∑
k∈Aj(n)

vp(k) =
Rn(p)∑
j=1

j
∑

k∈Aj(n)

1 =
Rn(p)∑
j=1

j Card Aj(n)

Remarquons que

k ∈ Aj(n) ⇔ k = mpj et p - m

donc Aj(n) est en bijection avec l’ensemble
{

m ≤ n

pj
; p - m

}
, ce dernier est égal à

s
1,

n

pj

{
\
{

m ≤ n

pj
; p | m

}
;

comme Card
s

1,
n

pj

{
=
⌊

n

pj

⌋
et

Card
{

m ≤ n

pj
; p | m

}
= Card

{
rp ≤ n

pj

}
=
⌊

n

pj+1

⌋
alors

Card Aj(n) =
⌊

n

pj

⌋
−
⌊

n

pj+1

⌋
Par suite

vp(n!) =
Rn(p)∑
j=1

j

(⌊
n

pj

⌋
−
⌊

n

pj+1

⌋ )
=

Rn(p)∑
j=1

⌊
n

pj

⌋
+

Rn(p)∑
j=1

(
(j − 1)

⌊
n

pj

⌋
− j

⌊
n

pj+1

⌋ )
La deuxième somme télescopique est nulle, donc

vp(n!) =
Rn(p)∑
j=1

⌊
n

pj

⌋
=

∞∑
j=1

⌊
n

pj

⌋

Q6· Soit n ∈ N∗, k ∈ N et p nombre premier tel que pk divise
(

2n

n

)
.

On a donc k ≤ vp

((
2n

n

))
.

Ecrivons
(

2n

n

)
= (2n)!

(n!)2 , donc

vp

((
2n

n

))
= vp((2n)!) − 2vp(n!).

En utilisant Q5 :

vp

((
2n

n

))
=

∞∑
j=1

(⌊
2n

pj

⌋
− 2

⌊
n

pj

⌋ )
=

R2n(p)∑
j=1

(⌊
2n

pj

⌋
− 2

⌊
n

pj

⌋ )
avec R2n(p) =

⌊
ln 2n

ln p

⌋
Pour tout x ∈ R, on a bxc ≤ x < bxc +1 donc 2 bxc ≤ 2x < 2 bxc +2 , ainsi b2xc −2 bxc ∈ {0, 1} .

Par conséquent

vp

((
2n

n

))
≤

R2n(p)∑
j=1

1 = R2n(p).
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Donc

k ≤ Rn(p) ≤ ln 2n

ln p
et pk ≤ 2n

Ainsi Si pk divise
(

2n

n

)
alors pk ≤ 2n .

II - Majoration de π(x)

Q7· Soit n ∈ N∗. On a ∏
p≤n

p premier

p =
∏

p≤
√

n
p premier

p ×
∏

√
n<p≤n

p premier

p.

donc ∏
p≤n

p premier

p ≥
∏

√
n<p≤n

p premier

p.

Q8· Soit n ∈ N∗ et P =
∏

√
n<p≤n

p premier

p.

Le nombre de facteurs premiers dans P est π(n) − π(
√

n) et chaque facteur p satisfait p >
√

n. Donc

P > (
√

n)π(n)−π(
√

n) = n(π(n)−π(
√

n))/2.

D’après Q2 et Q7,

P ≤
∏
p≤n

p premier

p < 4n.

Ainsi n(π(n)−π(
√

n))/2 < 4n .

Q9· Soit n ∈ N, n ≥ 2.

I On a π(
√

n) ≤ b
√

nc ≤
√

n.

Comparer
√

n et n

ln(n) revient à comparer ln(n) et
√

n .

Posons f(x) =
√

x − ln(x) pour x > 0.

On a f ′(x) =
√

x − 2
2x

et f ′(4) = 0 . f est croissante sur [4, +∞[ ,décroissante sur ]0, 4] et admet un minimum en

x = 4 , avec f(4) = 2(1 − ln 2) > 0. Donc f(x) > 0 pour tout x > 0. En particulier,
√

n > ln(n) pour tout n ≥ 2.

Par suite
√

n <
n

ln(n) .

Ainsi π(
√

n) ≤
√

n <
n

ln(n) .

I D’après Q8, n(π(n)−π(
√

n))/2 < 4n. Comme ln est croissante :

π(n) − π(
√

n)
2 ln(n) < n ln(4).

qui donne

π(n) < π(
√

n) + 2 ln(4) n

ln(n)

On a π(
√

n) ≤ n

ln(n) donc

π(n) < (2 ln(4) + 1) n

ln(n)

on a 2 ln 4 + 1 ≈ 3. 772 6 , d’où π(n) ≤ 4n

ln(n) .
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Q10· Soit x ≥ 3 et f(t) = t

ln(t) pour t > 1.

On a f ′(t) = ln(t) − 1
(ln t)2 . f ′(t) > 0 si ln(t) > 1, c’est-à-dire t > e. La fonction f est donc croissante sur [e, +∞[.

Soit n = bxc . On a n ≥ 3 et π(x) = π(n) .

D’après Q9 , on a

π(n) ≤ 4f(n) ≤ 4f(x)

Ainsi π(x) ≤ 4x

ln(x) .

III - Minoration de π(x)

Q11· Soit n ∈ N∗. On considère la décomposition en facteurs premiers de(
2n

n

)
=

∏
p≤2n

p premier

p
vp

(
(2n

n )
)
.

D’après Q6, pour chaque nombre premier p ≤ 2n, on a

p
vp

(
(2n

n )
)

≤ 2n.

Donc, (
2n

n

)
≤
∏

p≤2n

(2n) ≤ (2n)π(2n).

Ainsi
(

2n

n

)
≤ (2n)π(2n) .

Q12· Soit n ∈ N∗.

I On a
2n ln(2)
ln(2n) − 1 − n ln(2)

ln(2n) = n ln(2) − ln(2n)
ln(2n) = ln(2n−1/n)

ln(2n)
Par récurrence on a 2n ≥ 2n pour tout n ≥ 1.

On en déduit 2n ln(2)
ln(2n) − 1 ≥ n ln(2)

ln(2n) .

I Déduction pour π(2n) :

D’après Q4,
(

2n

n

)
≥ 4n

2n
pour n ≥ 1. D’après Q11,

(
2n

n

)
≤ (2n)π(2n). Donc

4n

2n
≤ (2n)π(2n).

4n

2n
≤ (2n)π(2n).

Puis on compose par le logarithme

ln
(

4n

2n

)
≤ ln

(
(2n)π(2n)

)
.

donc

n ln 4 − ln(2n) ≤ π(2n) ln(2n).

et

π(2n) ≥ 2n ln 2
ln(2n) − ln(2n)

ln(2n) = 2n ln 2
ln(2n) − 1

En utilisant l’inégalité précédente : 2n ln 2
ln(2n) − 1 ≥ n ln 2

ln(2n) .

On obtient π(2n) ≥ n ln 2
ln(2n) .

5



Q13· Soit x ≥ 3 et n =
⌊

x
2
⌋

.

On a : 2n ≤ x < 2n + 2 et d’après Q12

π(x) ≥ π(2n) ≥ n
ln 2

ln(2n) ≥ n
ln 2

ln(x) .

Comme x ≥ 3 alors x

3 = x

2 − x

6 ≥ 1 ( 1
2 = 1

3 + 1
6 ) ce qui donne⌊x

2

⌋
≥ x

2 − 1 ≥ x

6

Ainsi π(x) ≥ ln 2
6

x

ln(x) .

Partie B - Une majoration d’un PPCM

I - Une première majoration

Q14· Les idéaux de l’anneau (Z, +, ×) sont exactement de la forme dZ avec d ∈ N .

Soit r ∈ N∗et a1, ..., ar des entiers naturels non nuls. L’ensemble I = a1Z ∩ · · · ∩ arZ est une intersection d’idéaux

de l’anneau (Z, +, ×) , donc c’est un ideal et il existe d(a1, ..., ar) ∈ N tel que I = d(a1, ..., ar)Z.

Pour l’unicité , si il existe d′ ∈ N tel que I = d′Z . Alors d′|d(a1, ..., ar) et d(a1, ..., ar)|d′, ce qui prouve que

d′ = d(a1, ..., ar).

Ainsi il existe un unique entier d(a1, ..., ar) tel que a1Z ∩ · · · ∩ arZ = d(a1, ..., ar)Z .

Q15· Par définition, d(a1, ..., ar)Z =
r⋂

i=1
(aiZ).

Pour tout i, d(a1, ..., ar)Z ⊆ aiZ , cela signifie que ai divise d(a1, ..., ar).

Inversement , soit m un entier naturel non nul qui est divisible par a1, ..., ar. Donc m ∈ aiZ pour tout i, par suite,

m ∈
r⋂

i=1
(aiZ) = d(a1, ..., ar)Z.

Cela signifie que d(a1, ..., ar) divise m et d(a1, ..., ar) ≤ m. Donc d(a1, ..., ar) est le plus petit entier naturel qui

est divisible par a1, ..., ar .

d(a1, ..., ar) est le plus petit communs multiple de a1, ..., ar , noté PPCM(a1, ..., ar) .

Q16· On a

d2 = PPCM(1, 2) = 2.

d3 = PPCM(1, 2, 3) = 6.

d4 = PPCM(1, 2, 3, 4) = 12.

Montrons dn < n! pour n ≥ 4 :

Comme n! est un multiple commun de 1, ..., n donc dn divise n! , par suite dn ≤ n!.

II - Une Majoration plus fine

6



Q17· On sait que, pour tout a1, ..., ar dans J1, nK avec n ∈ N∗

PPCM(a1, ..., ar) =
∏
p≤n

p premier

p
max

1≤i≤r
(vp(ai))

Soit un nombre premier p ≤ n , on a vp(dn) = max
1≤m≤n

vp(m) et soit kp le plus grand entier tel que pkp ≤ n.

On a donc

kp = vp(pkp) ≤ max
1≤m≤n

vp(m) = vp(dn).

Puisque, pour tout m ≤ n on a pvp(m) ≤ n alors vp(m) ≤ kp , par suite max
1≤m≤n

vp(m) ≤ kp.

Ainsi kp = vp(dn) et dn =
∏
p≤n

p premier

pkp .

Q18· Soit un nombre premier p ≤ n.

I Par définition, kp est le plus grand entier tel que pkp ≤ n , donc pkp ≤ n < pkp+1 , appliquons la fonction

ln :

kp ln p ≤ ln n < (kp + 1) ln p

Comme p ≥ 2, ln p > 0, donc

kp ≤ ln n

ln p
< kp + 1

Ainsi kp = b ln n

ln p
c .

I D’après Q17 : dn =
∏

p≤n

pkp et on sait que pkp ≤ n donc .

dn =
∏
p≤n

pkp ≤
∏
p≤n

n = nπ(n).

Ainsi dn ≤ nπ(n) .

Q19· D’après le Théorème des Nombres Premiers (admis dans Q13) :

π(x) ∼
x→∞

x

ln x

Ce qui est équivalent à

∀ε > 0, ∃N > 0 | n ≥ N ⇒ π(n) ln n

n
≤ (1 + ε).

On a dn ≤ nπ(n) donc ln dn ≤ π(n) ln n et la relation précédente donne

∀ε > 0, ∃N > 0 | n ≥ N ⇒ ln dn ≤ n(1 + ε).

Pour avoir dn ≤ 3n, ce qui est équivalent à ln dn ≤ n ln 3, il suffit d’avoir (1 + ε)n ≤ n ln 3.

On prend donc ε = ln 3 − 1 > 0, il existe N tel que , si n ≥ N alors

π(n) ln n ≤ n ln 3

par suite

ln dn ≤ π(n) ln n ≤ n ln 3

7



Ainsi il existe N tel que , si n ≥ N alors dn ≤ 3n .

Partie C - Un critère d’irrationalité

Q20· Soit α ≥ 0 . Supposons par l’absurde que α est rationnel. Alors α = a

b
avec a ∈ N et b ∈ N∗.

On a ∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ab − pn

qn

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣aqn − bpn

bqn

∣∣∣∣ .
Puisque pn

qn
6= α , le numérateur aqn − bpn est un entier non nul , donc |aqn − bpn| ≥ 1. Ainsi,

∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣ ≥ 1
bqn

On a
∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣ =
n→+∞

o

(
1
qn

)
, ce qui signifie

lim
n→∞

qn

∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣ = 0

Cependant, on a montré que

qn

∣∣∣∣α − pn

qn

∣∣∣∣ ≥ qn
1

bqn
= 1

b
.

Par passage à la limite en +∞, on obtient 0 ≥ 1
b

. Ce qui est absurde , donc α est irrationnel.

Q21· Nombre de Liouville :

Soit β =
+∞∑
n=1

1
10n! .

I On a 10n! ≥ 10n, et 0 <
1

10n! ≤ 1
10n

. La série géométrique
∑(

1
10

)n

converge , donc la série
∑ 1

10n!

converge.

I Pour montrer que β est irrationnel, on utilise le critère de Q20.

Posons qN = 10N ! et

pN = qN

N∑
k=1

1
10k! =

N∑
k=1

10N !−k!

On a pN , qN ∈ N∗ et
pN

qN
=

N∑
k=1

1
10k! →

N→+∞

∞∑
k=1

1
10k! = β

Comme

β − pN

qN
=

∞∑
k=N+1

1
10k! > 0

alors pN

qN
6= β .

Montrons que
∣∣∣∣β − pN

qN

∣∣∣∣ =
n→+∞

o

(
1

qN

)
.

On a ∣∣∣∣β − pN

qN

∣∣∣∣ =
∞∑

k=N+1

1
10k! = 1

10(N+1)!

∞∑
k=N+1

1
10k!−(N+1)!

Si k ≥ N + 1 on écrit

k! − (N + 1)! =
k∑

j=N+2
(j! − (j − 1)!)
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comme (j! − (j − 1)!) ≥ 1 alors

k! − (N + 1)! ≥ k − (N + 1)

ce qui donne ∣∣∣∣β − pN

qN

∣∣∣∣ ≤ 1
10(N+1)!

∞∑
k=N+1

1
10k−(N+1)

Donc 0 <

∣∣∣∣β − pN

qN

∣∣∣∣ ≤ 10
9

1
10(N+1)! .

On en déduit que

qN

∣∣∣∣β − pN

qN

∣∣∣∣ ≤ 10
9

1
10N.N ! →

N→+∞
0

Ce qui signifie que
∣∣∣∣β − pN

qN

∣∣∣∣ =
N→+∞

o( 1
qN

) .

D’après Q20, β est irrationnel .

Q22· La série de Riemann
∑ 1

kα
converge pour α > 1, d’où l’existence de ζ(2) .

Soit Sn =
n∑

k=1

1
k2 . On a

Sn =
n∑

k=1

d2
n/k2

d2
n

=

n∑
k=1

(dn/k)2

d2
n

Posons pn =
n∑

k=1
(dn/k)2. Tout entier k ∈ J1, nK divise dn , donc pn est un entier.

Ainsi Sn = pn

qn
avec pn ∈ N∗ et qn = d2

n.

Q23· Examinons la condition : qn

∣∣∣∣ζ(2) − pn

qn

∣∣∣∣ →
n→+∞

0.

Soit n ∈ N\{0}. On a ∣∣∣∣ζ(2) − pn

qn

∣∣∣∣ =
+∞∑

k=n+1

1
k2

Comme l’application x 7→ 1
x2 est continue et décroissante sur ]0, +∞[, alors une comparaison série-intégrale donne :

+∞∑
k=n+1

1
k2 =

+∞∑
k=n+1

∫ k+1

k

1
k2 dx >

+∞∑
k=n+1

∫ k+1

k

dx

x2 =
∫ +∞

n+1

dx

x2 = 1
n + 1 .

Donc

qn

∣∣∣∣ζ(2) − pn

qn

∣∣∣∣ ≥ d2
n

n + 1

Or n divise dn , donc dn ≥ n et d2
n

n
>

n2

n + 1, par suite d2
n

n
→

n→+∞
+∞ et qn|ζ(2) − pn

qn
| →

n→+∞
+∞.

On ne peut donc pas appliquer la question Q20 pour obtenir l’irrationalité de ζ(2).

Partie D - Calcul d’une intégrale double

Q24· Soit y ∈]0, 1[ et gy(x) = xrys

1 − xy
. On a 1 − xy 6= 0 pour tout (x, y) ∈ [0, 1] ×]0, 1[ , donc la fonction gy est définie

et continue sur le segment [0, 1] donc elle est intégrable.

Q25· Montrer que fr,s(y) =
∫ 1

0

xrys

1 − xy
dx est continue et intégrable sur ]0, 1[.

Soit y ∈]0, 1[ fixé. Effectuons le changement de variable t = xy :

fr,s(y) = ys−r−1
∫ y

0

tr

1 − t
dt

9



I Continuité :

La fonction t 7→ tr

1 − t
est continue sur ]0, 1[, donc la fonction y 7→

∫ y

0

tr

1 − t
dt est de classe C1, par suite fr,s est

continue sur ]0, 1[.

I Intégrabilité sur ]0, 1[ :

Au voisinage de 0+ on a : ∫ y

0

tr

1 − t
dt ≤ 1

1 − y

∫ y

0
trdt = yr+1

(r + 1)(1 − y)

donc

0 ≤ fr,s(y) ≤ ys

(r + 1)(1 − y)

Ainsi fr,s(y) =
y→0+

O(ys) donc elle est intégrable au voisinage de 0 .

Au voisinage de 1− on a : ∫ y

0

tr

1 − t
dt ≤ yr

∫ y

0

dt

1 − t
= −yr ln(1 − y)

donc

0 ≤ fr,s(y) ≤ − ln(1 − y)

On a donc fr,s(y) =
y→1−

o(
√

1 − y) par suite fr,s est intégrable au voisinage de 1 .

Ainsi fr,s est intégrable sur ]0, 1[.

Q26· On a pour y ∈ ]0, 1[

fr,s(y) = ys−r−1
∫ y

0

tr

1 − t
dt = ys−r−1

∫ y

0

( ∞∑
k=0

tk+r

)
dt

Le théorème d’intégration d’une série entière sur segment permet d’écrire :

fr,s(y) = ys−r−1
∞∑

k=0

∫ y

0
tk+rdt = ys−r−1

∞∑
k=0

yk+r+1

k + r + 1 =
∞∑

k=0

yk+s

k + r + 1

Maintenant utilisons le théorème d’interversion de
∑

et
∫

sur ]0, 1[ :

Posons uk : y 7→ yk+s

k + r + 1
Les fonctions uk sont continues , intégrables sur ]0, 1[ et

∑
uk converge simplement , sur ]0, 1[ , vers fr,s qui est

continue .

De plus ∫
]0,1[

|uk(y)| dy = 1
(r + k + 1)(s + k + 1) ∼

k→+∞

1
k2

donc
∑ ∫

]0,1[
|uk(y)| dy converge . Le théorème s’applique et on a

∫ 1

0
fr,s(y)dy =

∫ 1

0

∞∑
k=0

uk(y)dy ==
∞∑

k=0

∫ 1

0
uk(y)dy =

∞∑
k=0

1
(r + k + 1)(s + k + 1)

Ainsi Jr,s =
+∞∑
k=0

1
(r + k + 1)(s + k + 1) .

Remarquons que le résultat est valable aussi pour r = s = 0 .
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II - Une écriture sous forme de quotients

Q27· Considérons la fraction rationnelle F (X) = 1
(X + r + 1)(X + s + 1) , qu’on décompose en éléments simples :

F (X) = a

X + r + 1 + b

X + s + 1

avec a =
[
(X + r + 1)F (X)

]
X=−r−1

= 1
s − r

et b =
[
(X + s + 1)F (X)

]
X=−s−1

= 1
r − s

.

Ainsi on obtient pour X = k : 1
(r + k + 1)(s + k + 1) = 1

r − s

(
1

s + k + 1 − 1
r + k + 1

)
.

Q28· D’après Q26 et Q27 , on a

Jr,s =
∞∑

k=0

1
(r + k + 1)(s + k + 1) = 1

r − s

+∞∑
k=0

(
1

s + k + 1 − 1
r + k + 1

)
Q29· La formule précédente s’écrit

(r − s) Jr,s =
+∞∑
k=0

(uk − uk+r−s) avec uk = 1
s + k + 1 .

Considérons la somme partielle Sn =
n∑

k=0
(uk − uk+r−s).

On a

Sn =
n∑

k=0
uk −

n∑
k=0

uk+r−s =
n∑

k=0
uk −

n+r−s∑
k=r−s

uk =
r−s−1∑

k=0
uk −

n+r−s∑
j=n+1

uj

La première somme ne dépend pas de n :
r−s−1∑

k=0
uk =

r−s−1∑
k=0

1
s + k + 1 =

r∑
j=s+1

1
j

.

La deuxième somme comporte r − s termes (un nombre fixe) et chaque terme est major par 1
s + n + 2 , donc

n+r−s∑
j=n+1

1
s + j + 1 ≤

n+r−s∑
j=n+1

1
s + n + 2 = r − s

s + n + 2

donc elle tend vers 0 quand n → ∞.

Finalement

(r − s)Jr,s = lim
n→∞

Sn =
r∑

k=s+1

1
k

et Jr,s = 1
r − s

r∑
k=s+1

1
k

.

Q30· D’après Q29,

Jr,s = 1
r − s

(
1

s + 1 + 1
s + 2 + · · · + 1

r

)
.

Mettons la somme entre parenthèses au même dénominateur. Le dénominateur commun naturel est

L = PPCM(s + 1, s + 2, ..., r). On a L divise dr = PPCM(1, 2, ..., r).

Ainsi Jr,s = pr,s

qr,s
avec qr,s = (r − s)L , comme r − s divise dr alors qr,s divise d2

r .

Partie E - Une démonstration de l’irrationalité de ζ(2)

On définit sur [0, 1] la fonction Pn par Pn(x) = 1
n!

dn

dxn
(xn(1 − x)n) .

11



Q31· Soit n ∈ N∗. On a pour tout k ≥ 0

dn

dxn
xn+k = (n + k)(n + k − 1)...(k + 1) xk = (n + k)!

k! xk

donc

Pn(x) = 1
n!

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
(n + k)!

k! xk =
n∑

k=0
(−1)k

(
n

k

)(
n + k

n

)
xk

Le monôme de plus haut degré est (−1)n
(2n

n

)
xn , ainsi Pn est un polynôme de degré n à coefficients entiers.

On pose dans la suite Pn(x) =
n∑

k=0
akxk et (1−y)n =

n∑
k=0

bkyk, avec ak = (−1)k

(
n

k

)(
n + k

n

)
∈ Z et bk = (−1)k

(
n

k

)
∈ Z.

Q32· Soit (x, y) ∈ ]0, 1[2 et n ∈ N∗. Posons h(x, y) = (1 − y)nPn(x)
1 − xy

.

I Le numérateur de h est une fonction polynomiale, continue sur le compact [0, 1]2 , donc elle bornée sur

[0, 1]2. Soit C un de ses majorants , donc |h(x, y)| ≤ C

1 − xy
, ∀ (x, y)) ∈ ]0, 1[2.

Soit y ∈ ]0, 1[ ,la fonction x 7→ 1
1 − xy

est intégrable sur ]0, 1[ et
∫ 1

0

1
1 − xy

dx = −1
y

ln(1 − y).

Donc
∣∣∣∣∫ 1

0
h(x, y)dx

∣∣∣∣ ≤ −C

y
ln(1 − y) .

Comme

− ln(1 − y)
y

→
y→0+

1 et − ln(1 − y)
y

=
y→1−

o(
√

1 − y)

alors la fonction y 7→ −1
y

ln(1 − y) est intégrable sur ]0, 1[ , par suite la fonction y 7→
∫ 1

0
h(x, y)dx est intégrable

sur ]0, 1[ .

Ce qui prouve l’existence de l’intégrale double In =
∫ 1

0

∫ 1

0

(1 − y)nPn(x)
1 − xy

dxdy .

I Ecrivons

In =
∫ 1

0

∫ 1

0

(
n∑

s=0
bsys)(

n∑
r=0

arxr)

1 − xy
dxdy

=
∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
r=0

n∑
s=0

arbs
xrys

1 − xy
dxdy

=
n∑

r=0

n∑
s=0

arbs

∫ 1

0

∫ 1

0

xrys

1 − xy
dxdy

=
n∑

r=0

n∑
s=0

arbsJr,s.

Puis on sépare la somme selon que r = s ou r 6= s : In =
∑

06r,s≤n
r 6=s

arbsJr,s +
n∑

r=0
arbrJr,r.

Q33· D’après Q30 et Q32

In =
∑

06r,s≤n
r 6=s

arbs
pr,s

qr,s
+

n∑
r=0

arbrJr,r et qr,s|d2
r

On admet que :

Jr,r = ζ(2) −
r∑

k=1

1
k2 si r ≥ 1

Si r = 0, J0,0 = ζ(2) ( soit on l’admet aussi ou on refait les mêmes calculs de la question Q26 ) .

D’après Q22, on a
r∑

k=1

1
k2 = p′

r

d2
r

pour r ≥ 1 et posons p′
0 = 0.
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Donc

In =
∑

06r,x6n
r 6=n

arbn
pr,n

qr,n
+

n∑
r=0

arbrζ(2) −
n∑

r=0
arbr

r∑
k=1

1
k2

=
∑

06r,x6n
r 6=n

arbn

pr,n

(
d2

n/qr,x

)
d2

n

+
n∑

r=0
arbrζ(2) −

n∑
r=0

arbr
p′

r

d2
r

= 1
d2

n

 ∑
06r,x6n

r 6=x

arbspr,x

(
d2

n/qr,x

)
−

n∑
r=0

arbrp′
r

(
d2

n/qr,x

)
+

n∑
r=0

arbr

(
d2

n/d2
r

)
ζ(2)


Posons

pn =
∑

06r,x6n
r 6=x

arbspr,x

(
d2

n/qr,x

)
−

n∑
r=0

arbrp′
r

(
d2

n/qr,x

)
∈ Z et qn =

n∑
r=0

arbr

(
d2

n/d2
r

)
∈ Z

Ainsi In = pn + ζ(2)qn

d2
n

avec pn, qn ∈ Z .

Remarquons que qn =
n∑

r=0
arbr

(
n

r

)(
n + r

n

)(
d2

n/d2
r

)
> 0 .

Q34· Par récurrence sur n .

Soit y ∈]0, 1[ et n ∈ N∗, posons I(y) = n!
∫ 1

0

Pn(x)
1 − xy

dx et Qn(x) = xn(1 − x)n .

On a I(y) =
∫ 1

0

Q
(n)
n (x)

1 − xy
dx , une intégration par partie donne

I(y) =
[

Q
(n−1)
n (x)
1 − xy

]1

0

−
∫ 1

0

yQ
(n−1)
n (x)

(1 − xy)2 dx

0 et 1 sont racines de Qn d’ordre n et ils sont aussi racines de Q
(n−1)
n d’ordre 1, donc

I(y) = −y

∫ 1

0

Q
(n−1)
n (x)

(1 − xy)2 dx

Supposons pour un k ∈ J1, nK :

I(y) = k! (−y)k
∫ 1

0

Q
(n−k)
n (x)

(1 − xy)k+1 dx

Montrons-le pour k + 1.

Par une intégration par partie on a

I(y) = k! (−y)k

[Q
(n−k−1)
n (x)

(1 − xy)k+1

]1

0

−
∫ 1

0

(k + 1)yQ
(n−k−1)
n (x)

(1 − xy)k+2 dx


0 et 1 sont racines de Qn d’ordre n et ils sont racines de Q

(n−k−1)
n d’ordre k + 1, donc

I(y) = (k + 1)! (−y)k+1
∫ 1

0

Q
(n−k−1)
n (x)

(1 − xy)k+2 dx

et la relation est vraie pour k + 1.

Pour k = n on obtient :

I(y) = n! (−y)n
∫ 1

0

Q
(0)
n (x)

(1 − xy)n+1 dx = n! (−y)n
∫ 1

0

xn(1 − x)n

(1 − xy)n+1 dx

Ainsi
∫ 1

0

Pn(x)
1 − xy

dx = (−y)n
∫ 1

0

xn(1 − x)n

(1 − xy)n+1 dx .
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Q35· On a

In =
∫ 1

0
(1 − y)n(

∫ 1

0

Pn(x)
1 − xy

dx)dy.

On remplace l’intégrale intérieure par le résultat de Q34.

In = (−1)n

∫ 1

0
yn(1 − y)n

(∫ 1

0

xn(1 − x)n

(1 − xy)n+1 dx

)
dy.

Ainsi In = (−1)n

∫ 1

0

∫ 1

0

xn(1 − x)nyn(1 − y)n

(1 − xy)n+1 dxdy .

Q36· Soit f(x, y) = x(1 − x)y(1 − y)
1 − xy

pour (x, y) ∈]0, 1[2.

I Prolongement de f sur [0, 1]2 .

Limites aux bords de ]0, 1[2.

On a pour a ∈ [0, 1[

lim
(x,y)→(0,a)

f(x, y) = lim
(x,y)→(1,a)

f(x, y) = lim
(x,y)→(a,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(a,1)

f(x, y) = 0

Il reste la limite en (1, 1) ; posons x = 1 − h et y = 1 − k , h et k assez petits, alors

f(x, y) = hk(1 − h)(1 − k)
1 − (1 − h)(1 − k) = hk(1 − h)(1 − k)

h + k − hk
= (1 − h)(1 − k)

1
h

+ 1
k

− 1
→

(h,k)→(0,0)
0

donc lim
(x,y)→(1,1)

f(x, y) = 0 .

La fonction f est prolongeable par continuité sur le compact [0, 1]2 .

Donc f est bornée sur [0, 1]2 et atteint ses bornes . Puisque f s’annule sur le bord de [0, 1]2, alors elle atteint

son maximum dans ]0, 1[2 .

I Etude des extremums de f sur ]0, 1[2.

Pour trouver les points critiques, on calcule les dérivées partielles et on les annule. On a :

∂f

∂x
(x, y) = y(1 − y)(1 − 2x + x2y)

(1 − xy)2 et ∂f

∂y
(x, y) = x(1 − x)(1 − 2y + y2x)

(1 − xy)2

Soit (x, y) ∈]0, 1[2 est un point critique, donc

∂f

∂x
(x, y) = 0 et ∂f

∂y
(x, y) = 0

ce qui est équivalent à : 
1 − 2x + x2y = 0 (E1)

1 − 2y + y2x = 0 (E2)

La différence entre (E2) et (E1) donne

(y − x)(2 − xy) = 0

Comme 0 < xy < 1, donc y = x.

Substituons y = x dans (E1)

1 − 2x + x3 = 0

Soit P (x) = x3 − 2x + 1. On remarque que P (1) = 0 , ce qui donne

P (x) = (x − 1)(x2 + x − 1)

14



Les racines de P (x) sont donc 1, −1+
√

5
2 , et −1−

√
5

2 . La seule racine appartenant à l’intervalle ]0, 1[ est α = −1+
√

5
2 .

Le seul point critique de f dans le domaine ]0, 1[2 est (α, α) avec α =
√

5−1
2 . Donc c’est en ce point que le maximum

est atteint.

Calculons la valeur de la fonction en ce point critique :

f(α, α) = [α(1 − α)]2

1 − α2

Utilisons la relation 1 − α2 = α.

f(α, α) = (α(1 − α))2

α
= α(1 − α)2

avec

α(1 − α)2 =
√

5 − 1
2

7 − 3
√

5
2 = 5

√
5 − 11
2

Par conséquent, pour tout (x, y) ∈]0, 1[2, x(1 − x)y(1 − y)
1 − xy

≤ 5
√

5 − 11
2 .

Étude du point critique avec la matrice Hessienne est compliquée, c’est pour cela qu’on a adopté cette méthode .

Un calcul informatisé donne

Hf (α, α) ≈

−0.7639 0.2360

0.2360 −0.7639

 , rt − s2 ≈ 0.527 8

Q37· D’après Q35 et Q36 on a

|In| =
∫ 1

0

∫ 1

0

(
x(1 − x)y(1 − y)

1 − xy

)n 1
1 − xy

dxdy.

et

|In| ≤
(

5
√

5 − 11
2

)n ∫ 1

0

∫ 1

0

1
1 − xy

dxdy.

L’intégrale double
∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy

1 − xy
vaut ζ(2) (d’après Q26).

Donc |In| ≤ ζ(2)
(

5
√

5 − 11
2

)n

.

Q38· D’après Q33 on a |pn + ζ(2)qn| = d2
n|In| , donc

|pn + ζ(2)qn| ≤ ζ(2)d2
n

(
5
√

5 − 11
2

)n

D’après Q19 , il existe N tel que pour n ≥ N , dn ≤ 3n.

Donc pour n ≥ N ,

|pn + ζ(2)qn| ≤ ζ(2)32n

(
5
√

5 − 11
2

)n

= ζ(2)
(

95
√

5 − 11
2

)n

Comme 95
√

5 − 11
2 ≤ 5

6 alors

|pn + ζ(2)qn| ≤ ζ(2)
(

5
6

)n

La fonction g : (x, y) 7→ xn(1 − x)nyn(1 − y)n

(1 − xy)n+1 est continue et positive strictement sur ]0, 1[2 donc

|In| =
∫ 1

0

∫ 1

0
g(x, y)dxdy ≥

∫ 1/2

1/4

∫ 1/2

1/4
g(x, y)dxdy ≥

∫ 1/2

1/4

∫ 1/2

1/4

(1/4)2n(1/2)2n

(1 − (1/4)2)n+1 dxdy ≥ 1
60n+1

Ainsi il existe N ∈ N∗ tel que pour tout n ≥ N , 0 < |pn + ζ(2)qn| ≤ ζ(2)
(

5
6

)n

.
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Q39· On a lim
n→+∞

(
5
6

)n

= 0 donc
∣∣∣∣ζ(2) + pn

qn

∣∣∣∣ =
n→∞

o

(
1
qn

)
.

Comme qn ∈ Z∗ alors |qn| ≥ 1 et ∣∣∣∣ζ(2) + pn

qn

∣∣∣∣ ≤ ζ(2)
(

5
6

)n 1
|qn|

≤ ζ(2)
(

5
6

)n

par suite lim
n→+∞

−pn

qn
= ζ(2) (des question Q31 et Q33 on a qn =

n∑
r=0

arbr

(
n

r

)(
n + r

n

)(
d2

n/d2
r

)
> 0 ).

D’après Q20 ζ(2) est un nombre irrationnel. ,

Q40· On admet, uniquement dans cette dernière question ! (La prochaine question est prévue en 2026 ), que ζ(2) = π2

6 .

Supposons par l’absurde que π est rationnel. Alors π = a

b
pour certains a ∈ Z et b ∈ N∗.

Alors π2 = a2

b2 et ζ(2) = a2

6b2 ∈ Q , ceci contredit le résultat de Q39.

Donc π est un nombre irrationnel.

L’irrationalité de π a été prouvée par Lambert en 1761. Celle de π2 par Legendre en 1794.
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