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EXERCICES MPSI

Matrices et Applications Linéaires

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, déterminer la matrice de 'application linéaire
f relativement aux bases canoniques :

RZ - R3
1) f (z,y) — (2z—y,z+y,z)
| Ry[X] — Rs[X]
2) f: P2 — ():z'Jrl)P*XQP,
| R3[X] — R3
DI P S (P0), P, PIR)

Exercice 2

Considérons 'application f définie par f :

3

(,y,2) = (z9,2)

uy = (15 05 1)
B. est la base canonique de R3 et B = (u, ug,u3),ott § ug = (0,1,0)
uz = (]-a Oa _1)
1) Déterminer la matrice de f dans la base B..
2) i) Montrer que B est une base de R3.
ii) Déterminer la matrice de f dans la base B.
0 -2 -1
Soit f I’endomorphisme de R? de matrice A = 0 1 0 dans la
-1 -2 0

base canonique.
1) Justifier que f est une symétrie.

2) Déterminer ses éléments caractéristiques; base et direction.

Exercice 4

Considérons la famille S = (cos, sin, exp) de 'espace vectoriel RE.
Notons E = vect(cos, sin, exp).

1) Montrer que S est une base de l'espace E.
2) Considérons I'application ¢ définie sur R® par ¢ : f > f.
i) Montrer que ¢ définit un endomorphisme de E.

ii) Déterminer la matrice de ¢ dans la base S.
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Exercice 5

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1 et f un endomrphisme
de F nilpotent d’indice n.

1) Montrer 'existence de x¢ € E tel que la famille (zq, f(x0), ..., f* 1(w0))
soit une base de E.

2) Déterminer la matrice de f dans cette base.
3) Déterminer la matrice de f dans la base (f"~(zo), ..., f(20), Zo)

Exercice 6

-5 3 -3
Considérons la matrice A= | —15 9 -7
-9 5 -3
Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé.
w o= (1,1-1)
Considérons la famille B = (u1,us,u3) ou ¢ w2 = (0,1,1)
us = (1,2,1)

1) Montrer que B est une base de R3.

2) Déterminer la matrice de f dans cette base.
3) En déduire A™, pour tout n € N.

4) Que vaut matp, (f")? oun € N.

Exercice 7

€1 = (171a1)
Notons B la base canonique de R? et S = (£1,€2,63) ot e2 = (1,—1,0) .
es = (1,0,1)
3 1 =3
Considérons la matrice A= | —1 1 1
1 1 -1

Soit f I’endomorphisme de R? ayant A comme matrice dans la base B.
1) Montrer que S est une base de R3.
2) Chercher la matrice de f dans la base S.

3) Déterminer ker(f) et Im(f); expliciter pour chacun une base.

Exercice 8

4 -2 =2 0 00
Posons A= 1 0 -1 |etD=| 0 1 0 | =diag(0,1,2).
3 -2 -1 00 2
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, ea,€3) en est une

base.
Soit f € L(F) tel que matp(f) = A.
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1) Déterminer une base S = (g1,¢2,£3) de E telle que mats(f) = D.
2) Déterminer la matrice inversible P telle que A = PDP~!.
3) Calculer P~L.
4) En déduire A", pour tout n € N.
5) On considére maintenant les suites réelles (2 )nen, (Un)nen €t (Zn)neN
définies par xg = 1,99 = —1,2, = —1 et
Tn+l = dry — 2yn — 22y
Vn € N, Yn+1 = Tn — 2n
Zntl = 3Ty — 2Yn — 2n
L,
Notons X,, = | yn
Zn

i) Ecrire un programme Python permettant de calculer z,, y, et z,,
pour tout n € N.

ii) Justifer que
Vn € N, Xn+1 = AXn
iii) En déduire le terme général de chacune des suites (zp,)nen, (Yn)neN
et (zn>neN-

iv) Vérifier que la valeur de x19 donnée via ce programme Python coin-
cide avec celle donnée par le terme général ainsi trouvé.

Exercice 9

Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

1) Etablir que R? = Ker(u) @ Im(u).
2) L’endomorphisme u est-il un projecteur ?

3) Déterminer toutes les puissances de A.
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Exercice 3

0 -2 -1

Soit f ’endomorphisme de R3 de matrice A = 0O 1 O dans la
-1 -2 0

base canonique.

1) Justifier que f est une symétrie.

2) Déterminer ses éléments caractéristiques ; base et direction.
i
) g e Vific g { gy

Oho A f—n\a*{rf) 2 o % Ui |oare Cd””“ﬁ”( e 'R

e
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== Az —29 -2
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Exercice 5
E est un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et f un endomrphisme
de E nilpotent d’indice n.

1) Montrer l'existence de zo € E tel que la famille (zq, f(zq), ..., f*"(x0))
soit une base de E.

2) Déterminer la matrice de f dans cette base.

3) Déterminer la matrice de f dans la base ("~ *(xo), ..., f(0), o)

%o bt e

1 , : -
) 7-){195 Clow G Grmme gucém | e i o
Nue of solufionnce ol ; }{79"(“ Veclpuacls e O trnemin j"““

Exectite 4.

2) Déterminer la matrice de f dans cette base.
n-=4
Notws B = oo, ffo); =1 | 0y ) -
On v ot hng%(,{ [

Auds mat it L A'agq'/% e nemp I la makice:

() U6 - JL00) {(L05)

Ao O < i - O O
\ . i
ma%[if) = ﬁﬂo) 1 Q | ‘
Qo al ' . .
-2 o = 2 O
5[7'0) 0 o a Q O
-1 . L
o) 0 o) o 1 9,
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73) Déterminer la matrice de f dans la base (f™!(zo), ..., f(z0), zo)

n-24

n-:
NO'I'P"'IS S:({h‘o),{(’la], ,..//(ﬁb), MO)‘
On vt MSH(,{) .

Aot mmt ,0/1'/’, A /Ala?a'/(’ e hem/b/!uf Ja maHice.

[({o)] () - 1(86) 109

o o 1 €--0 ©
mm;{f) = 6’{7‘0) S < ¢
) n-2 O . ¢ |
é“o) © ‘\ . “, A O :
: \ \ 1 o

» ’ \ N
ﬁ,o) 0 © ~ \ O 1
L 0 © 0 O

.
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Exercice 6

-5 3 =3
Considérons la matrice A = -15 9 -7 1.
-9 5 =3

Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé.

B = (L1}
Considérons la famille B = (uy, ug, u3) ol ¢ ug (0,1,1)
uz = (17 23 1)

1) Montrer que B est une base de R3.

2) Déterminer la matrice de f dans cette base.
3) En déduire A", pour tout n € N.

4) Que vaut matp, (f*)? oun € N.

Tedutron

1) ORK
) maH{

()

(On o @’:/UL! Ulruz) .

Ly
@n ~ut hwflf;’ 'Q makiCe mqg_{g):uz
Us

,{/UA) :'?
%
N0 4gug BC .fq ’.Oa)\( Cam)w?q»h de 137,

5 3 b
Owa wmet(l) =A=( _« 9 -*
B _9 g -3

-5 3 -5 1

H f1ua) =k () x e ,<_K 9 _})G
8 BC %c 9 5 -3 -4
2 ee |Llue) =(1: 1, -2) e
Ug =
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(i) -

-5 3% -5 o
a X Uz = _ =
maf{ ﬂuz,\) ::"V\B?L(U M%”‘( ) ( _:; Z —?; )(i) (

& 2 ¢
! e 2, 2 wy = (1,1-1)
o g(u ) ug = (0,1,1)
iy = f(1.2.1)
=
,{/L/:s)::?,
( HU,) —-5 3 -5) 1 3
ek flug) = (D) x el :(_:; = (‘Z: ) (:L*
o = (L2,-u,-2 uy = (1,1-1)
S U S {UQ = (0,1,1)
. us = (1,2,1)
é(ui)zud_ .
Jéén,{jn, Ane C }{[Ul) = Zuj\_ | A ‘!'ﬂ A?""(l
5(’—‘)3):”2”_{3

{(vy) () {(h)

maét(é):ﬁi’(jﬂ E éj):dmol(i,z,#z)

U'3 Q O —2
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3) En déduire A", pour tout n € N.
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n " n
_1 +2-(’Z) _.( 2) _1 -|~(—2') .
" Al 2_ ,‘{JY]+2..(—%)
\7[ N _1_-%.2 -H—l-(—f?a) 1 1,,?, Z 2. (,2) -+ =% .
ﬂe/Nl A B 1 ___,‘5,2,'“ _l_,.?.(._o'z)n 11—'? 2/ (= 1) 1 -2 +(“2’)

/) Que vaut matp, (f*)? ou n € N.
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Exercice 7

Notons B la base canonique de R3 et S = (€1,€9,€3) 00 ¢ €9

3
Considérons la matrice A =
1

1
-1 1
1

Bii = §1:10)
= (L —1,0f .
e3 = (1,0,1)
-3
1
—1

Soit f I’endomorphisme de R® ayant A comme matrice dans la base B.

1) Montrer que S est une base de R3.

2) Chercher la matrice de f dans la base S.

3) Déterminer ker(f) et Im(f) ; expliciter pour chacun une base.

?ﬂMm ;
1) ©OK

2 On Vb rnplin matld)

Mai(f{gﬂ) = h"”""’[ﬂ x M

B B

¥
=& ‘
&a 0

(€2
3}

&) f( (€

(L.8.1)
(13 *1: 0)
(1,0,1)

€1
S= (51362:53) ou €2

€3

mat ({(%) =
B
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3 1 =3 4__ a1 = (L,1,1)
S = (e1,89,e3) 01 ¢ g2 = (1,-1,0)
(3R et
2,
= (47\
o
alst ([(5,) = (2i-%0) =2 &
el ({(8)) = maH({) x meH(e)
B B
B 1 e = (1,1,1)
31 1 13 . 5(51,52,53)01‘1{ gg = (1,-1,0)
- _1 i i 1 €3 = (17031)

alss ({(e,) =(s,0°) =0 )

0

/g(ai)‘; ‘Sd_ 7 9
q741"\"( 1{52): 1€, A Oto‘HfM"‘ m”‘é ({): C% »2 ;)
{(&)= o

<) Déterminer ker(f) et Im(f) ; expliciter pour chacun une base.
, 2
jé Z(/RS), A ja oa Cﬁnon/t?m e IR

1 Yo €1 (1,1,1)
Mdé‘(i\ =0 2 Q) " S=(81,€2,€3)0f1{ g9

(1,—1,0)
O 00 €3 (11031)
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