


EXERCICE 2

Dans cet exercice, ∥ .∥ désigne une norme d’algèbre sur Mn(R). c’est-à-dire une norme vérifiant. pour

tout couple (A, B) de matrices de Mn(R), ∥A.B∥ ⩽ ∥A∥ ∥B∥.

Q5. Démontrer que pour toute matrice A de Mn(R), la série
∑
k≥0

1
k!A

k converge. On notera eA sa

somme.

Q6. Démontrer que l’application A 7→ eA est continue sur Mn(R).

Q7. Si H ∈ Mn(R) est une matrice non nulle de la boule de centre 0 et de rayon r > 0, déterminer

la limite de 1
∥H∥

+∞∑
k=2

1
k!H

k lorsque H tend vers 0.

En déduire que l’application A 7→ eA est différentiable en la matrice 0 .

On précisera sa différentielle en 0.
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Q11. Vérifier que, lorsque la matrice A =


a b b

b a b

b b a

 ∈ S+
3 , la matrice E(A) ∈ S+

3 .

Q12. Si D est une matrice diagonale dont tous les termes sont positifs ou nuls et si Y est matrice

de Mn,1(R), quel est le signe de tY DY ?

En déduire qu’une matrice A de Sn appartient à S+
n si, et seulement si, pour toute matrice X ∈

Mn,1(R) on a tXAX ≥ 0.

Q13. Si A et B sont deux matrices de S+
n et α, β deux réels positifs, démontrer, en utilisant la

question Q12, que αA + βB est une matrice de S+
n .

Si A et B sont deux matrices de S+
n a-t-on nécessairement AB ∈ S+

n ?

Q14. Si A ∈ S+
n , démontrer qu’il existe une matrice R ∈ S+

n telle que A = R2.

Q15. Si A et B sont deux matrices de S+
n , si on pose A = U2 et B = V 2 avec U = (ui,j) ∈ S+

n .

V = (vi,j) ∈ S+
n et si A ∗ B = (ci,j), vérifier que, pour tout couple (i, j) ∈ J1, nK2.

ci,j =
(

n∑
k=1

uk,iuk,j

)(
n∑

ℓ=1
vℓ,ivℓ,j

)
.

En déduire que, si A et B sont deux matrices de S+
n , on a A ∗ B ∈ S+

n .

Q16. Pour toute matrice A de Mn(R) et pour tout entier naturel p ≥ 2, on note A∗p la matrice

A ∗ A ∗ . . . ∗ A ( p fois).

On note A∗0 = (1) la matrice dont tous les termes sont égaux à 1 et A∗1 = A.

Soit une matrice A de Mn(R), déterminer la limite de la suite de matrices (TN ) définie pour tout

entier naturel N non nul par TN =
N∑

p=0

1
p!A

∗p.

Q17. Pour X ∈ Mn,1(R), justifier que l’application M 7→ tXMX est continue sur Mn(R), puis

démontrer que S+
n est une partie fermée de Sn. En déduire que si A ∈ S+

n alors E(A) ∈ S+
n .

FIN
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