Mines d’Albi,Ales,Douai,Nantes 2000 - Toutes filieres - Corrigé

Algebre
Partie I

1. A(0) = 0, A ne comporte donc pas de termes constants, et se factorise en X B. En outre, A est de
degré 2n, donc B est de degré 2n — 1. Le coefficient dominant est 1, et de la formule du bindéme
par exemple, on tire que le terme constant de B est by = 2n.

2. On résoud d’abord w?" =1 <= w:ei%r, pour kK =0,...,2n — 1. On en déduit:
A() =0 += (z+1)*=1
<= z:—l—l—ei}%,pourkzO,...,2n—1

k -
— z:2isin<2—7r> el%,pourk=0,...,2n—1
n

3. On effectue le changement de variables k' = 2n — k:

2n—1

((2n— K
P, = S
11 sm< -
k'=n+1
2n—1

= ] sin(W];Z)

k=n-+1

On adonc P, X P, = Q,,, et P, = /Qn.

4. D’une part, comme B est de degré impair, et est de coefficient dominant 1, le produit de ses racines
vaut I'opposé de son terme constant, et :

2n—1

H 2 = —2n.
k=1

D’autre part,

[ = Qu2nieifitannpn
k=1
_ 22n_1Qnei(2n—1)ﬂ'
— _22n_1Qn-
o 2n Van
On en déduit que Q,, = 22n—2 et P, = on—1°
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1 1 a/k:

5. Ona F'= — = —g—— = — avec ar = . Or, A(X) = 2n(X + 1)1, et

I T S D s wty- On A'(X) = 20(X +1)
donc:

(Zk-i-l)Q"_ 2n

2+ 1 _ZkJrl.

Al(zp) =2n(z, + 1)t =2n

On en déduit que:

2z +1
ap = on .

Partie 11
6. Si f = Mg, alors (A +1)?" — X\ =0, et donc \ = z;.

2n 2n
n n 2 n n 9 2 z .
7.0naS =2"=(1+1)* = g ( ;),et52:22 =(1-1)*"= g (—1)k< ;).Onendedmt
k=0 k=0
que:

n
_ o2n 2n
S1+ Sy =2 —2><k20<2k>,

n—1
_ o2n 2n
51—52—2 —2><k§_;)<2k_+1>.

2k+1

8. Si s est une symétrie, alors s2* = Iy et s = s. Comme [g et s commutent, I'identité du binéme

est vérifiée, et :
n 9 n—1 9
2n _ n n
(s+1p)™" —1Ip = Z( o )IE+Z( % + 1 )8—115
k=0 k=0
= (27l _1)Ip 422,

En particulier, si I’équation a une solution, s est une homothétie vectorielle qui n’est pas 'identité,
et une telle homothétie n’est pas une symétrie. Il n’y a donc pas de symétries qui sont solutions de
I’équation.

Partie I11

100
9. On montre tres facilement que G est un sous-espace vectoriel. En posant M, = 0 1 0 |,et
0 0 1

0 1 1
My=11 0 1 |, (M;,M) engendre G, et c’est clairement une famille libre. C’est donc une
1 1 0

base de G, et dim G = 2.
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10.
x -2b b b x
Yy | ek = b =20 b y | =0
z b b =2b z
—2x+y+z = 0
= r—2y+z = 0
z+y—2z = 0
T = y;rz
= y = ¥
z+y—2z = 0
r = z
— y = z
z = z
En posant €} = (1,1,1), on a prouvé que (e}) est une base de Ej.
11.
T b b b
y | €E <= b b b y | =0
z b b b z
— z+y+z2=0
T = —y—=z
z = z

On pose e = (—1,1,0) et e = (—1,0,1). Ces deux vecteurs sont indépendants, et on vient de
prouver qu’ils engendrent Fs. Ils forment donc une base de Es.
12. Nous calculons le rang de ces 3 vecteurs en appliquant la méthode du pivot de Gauss:

1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
rg(el,enes)=rg| 1 1 0 =rg| 1 1 0 =rg| 1 1 0 =3.
1 0 1 2 -1 0 3 0 0

Ces 3 vecteurs sont donc libres, et ils forment une base de E qui est de dimension 3.
13. On a D(e}) = (a+ 2b)el, D(eh) = (a — b)e,, et D(eh) = (a — b)ek, soit :

a+2b 0 0
D= 0 a—2b 0
0 0 a—2b

14. Rappelons que la matrice de passage d’une base a une autre est la matrice des coordonnées des
nouveaux vecteurs dans I’ancienne base. Ainsi:

1 -1 -1
P=|1 1 0
1 0 1

Pour l'inverser, on applique aussi par exemple l'algorithme du pivot de Gauss. Nous prenons une
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notation matricielle :

I -1 -1|X 1

1 1 0Y — 0

1 0 1|z 0

1

— 0

0

1

— 0

0
11 1
douPt=1| -1 2 -1
-1 -1 2

-1 -1 X

2 1 | -X+Y

1 2 | - X+Z

-1 -1 X

1 2 -X+Z7

0 -3|X+Y-27
2X-Y+27

-1 0 !
1 0 —X+2Y-Z

7X7§/+ZZ
0 1l =="

15. Les formules de changement de base nous disent que M = PDP~!.

16. Nous avons:

(M+D?"—-T=0 <=
—

—

17. Nous calculons:

(PDP!
P2’n(D 4 I)Q’nP72TL _ P2nP72’n =0
(D+1)*" —1=0.

+PP Y —T=0

(a+2b+1)%" -1 0 0
(D+1)*" — 1 = 0 (a—b+1)*"—1 0 =0.
0 0 (a—b+1)°" -1
Ceci est équivalent a:
s kT
(a+20+1)" = 1 a+2b+1 = e=m L B
{ (a_b+1)2n = 1 a—b+1 _ 67’% ,k—O,...,Qn 1,]—0,...,27’1 1
Lyike i
— b if(e.i,, e'en) k=0,...2n-1,7=0,...2n—1.
a gle’om +2e'2) — 1

18. Les matrices solutions de 1’équation () qui sont dans G sont les PDP~!, ot D est une des matrices

déterminée en 17.

FIN
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