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Exercice

Probabilité qu’une matrice soit diagonalisable

1.1. Etude de la diagonalisabilité d’une matrice de My(R)

1
On consideére (v, 3) € R? et on pose A = ( z 5 )

1.1.1. Si a # 3, alors A admet deux valeurs propres distincte donc elle est diagonalisable dans M (R).

1.1.2. Si a = 8 et A est diagonalisable alors elle est semblable a als par suite elle égale a als ce qui est absurde

donc A n’est pas diagonalisable dans Ms(R).

1.2. Calcul de la probabilité qu’une matrice aléatoire soit diagonalisable dans Ms(R)

1.2.1. X < G(py) pour tout k e N*, P(X =k) = q’fflpl ,avec q = 1 — py.
1.2.2. Ona X(Q)=Y(Q) =N*"donc U(Q) ={k+h | k,h e N*} =N\ {0,1} .
— Soit n € N\ {0,1} on a

k=0
X et Y ne prennent pas la valeur 0 donc
n—1
P(U=n)=> P([X=kN[Y =n-k)
k=1
et les deux variables sont indépendantes
n—1
PU = n)=> P(X=kPY =n-F)
k=1

n—1
= > T e (avecq=1-p1, p=1-p3)
k=1

n—1 k—1
- q1 —k— n—2+(k—1
oY (L) g )
i \422

si a =1 alors p; = py et P(U = n) = (n — 1) p%q?_Q et si ki 7é 1 alors
a2

q2
1-— (g—;)n_l qnfl _ qnfl
P(U =n) =p1pzqg’217ql =pippt—-=E—
% q2 — 1
Ainsi
(n—1)plg}~? sipi=po
[FD(U — n) — qn—l _ qn—l )
p1pa————2— sipi # po
q2 — q1

“+o0
— Deuxiéme méthode : On calcul la fonction génératrice Gy (t) = Y, P(U = n)t"™ pour tout ¢t € |—1,1] .
=2

Les variables X et Y sont indépendantes donc pour tout ¢ € |—1,1[ on a Gx4y(t) = Gx(t)Gy(t) , le

1. https://tinyurl.com/2qyzzrbd
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1.2.3.

1.2.4.

théoréme du produit de Cauchy des séries entieres donne le résultat.
pit D2t
, Gy(t) = ————.
14*qlt y() 14*Q2t

Rappelons que Gx (t) =

V =min(X,Y). On a V(Q) = N*, et pour tout k¥ € N*, on a

[V>E=[X>kKN[Y >k

donc P(V>k)=P(X >kY >k)=P(X >KkPY >k) (car X et Y sont indépendantes) .
De plus

—+oo
P(X > k)= > P(X=n)
n=k+1
= Z ndt ™ (g =1-p)
n=k+1
_ na
l-—q
= qf
de méme P(Y > k) = ¢ , par suite | P(V > k) = (q1¢2)"
Et on a
+oo 400
PV=£k = >S>PX=n- Y PX=n)
n==k n=k+1
PV >k-1)-V(V >k)
= (@) " - (ae)"
Ainsi |P(V = k) = (q1g2)" " (1 = qug2) | et V suit la loi G (1 — quq2).

La famille ([X = n]), - est un systeme complet d’événements donc

P(X <Y) Z P(X <Y]N[X =n)])
= Zp([y >n]N[X =n))
n=1
“+o0
etona Y >n|N[X =n]= U [Y = k]N[X =n], c’et une réunion disjointe donc
k=n-+1
+oo
(Y >nln[X=n) = > PY=kn[X=n])
k=n+1
“+oo
= Z PY =k).P(X=n) (X etY sont indépendantes )
k=n—+1
+oo
= pipgt > B!
k=n-+1
o n—1 qg
pip2qy 7 %
= mat s
par suite
P(X <Y) qu” Ly
221 DP1q2
L—qiq2
1—
qui 8’écrit aussi |[P(X <Y) = _p(=ps) .
P1+ P2 — p1p2




1.2.5. Soit D I’événement « M est diagonalisable dans M2(R) » , d’aprés la question 1.1 ona D =[X # Y] et il
s’ecrit
D=[X>Y]U[X <Y]

les deux événements sont disjoint donc
PD)=PX>Y)+P(X<Y)

d’apreés 1.2.4 on a

P(D) = P1q2 + P21
1—qiq2
Probléme

Calcul de la distance d’une matrice de M, (R) au groupe orthogonal euclidien O, (R)

1%re Partie

Quelques résultats préliminaires
1.1. Soit M € M, (R),ona’(‘MM)= ‘MM, donc ‘MM est symétrique et pour tout X € M, 1(R)
X ("MM)X = H(MX)(MX) = |[MX[|*>0 (|IX]* = (X, X))
D’ou * MM est symétrique et positive .
1.2. Soit D = diag(dy,...,d,) € M, (R), a termes positifs.

1.2.1. Soit X € M,, 1(R) de composantes z1, ..., Zy.

On a
dll‘l

DX =

dn T

donc ['XDX = Zdixf

i=1

i =

n
1.2.2. dy,...,d, sont positifs donc *XDX = " d;z? > 0 pour tout X € M, 1(R) , ainsi D est une matrice
i=1

symétrique positive.
1.3. Caractérisation de la positivité d’une matrice symétrique par le signe de ses valeurs propres

1.3.1. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique et positive, d’apres le théoréme spectral le spectre de A est non
vide et inclus dans R .

Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre A associé a A\, on a X # 0 et
EXAX = 'X(AX)
= A'XX)

comme ‘XAX > 0et tXX = || X||* > 0alors A >0 .
1.3.2. Soit A € M, (R) une matrice symétrique.
i) D’apres le théoreme spectral, A est diagonalisable et ses vecteurs propres forment une base orthonormée

de R™ , par suite il existe une matrice diagonale D € M,,(R) et une matrice orthogonale P € O, (R)
telles que ‘P.D.P = A.



ii) Supposons que Sp(4) = {A1,.., A} CRT jona'PD.P = A avec D = diag(\1,...,\,) , qui est
positive , donc pour tout X € M,, 1(R)

'X.AX='X 'PDPX = '(PX).D.(PX)>0

A est une matrice symétrique positive .

1.4. Soit B € M,(R). D’aprés 1.1 BB est une matrice symétrique positive et d’aprés 1.3 il existe une matrice
diagonale A € M, (R), & termes positifs, et une matrice orthogonale P € O, (R) telles que *B.B = PA'P |
alors 'P(*BB)P = A .

1.5. Produit scalaire canonique de M, (R)

On a pour tout A, B,C € M,(R) et A e R

©(A,B) =Tr (*AB) =Tr (" (*AB)) =Tr (A’B) =Tr (*BA) = ¢(B, A)
Donc ¢ est symétrique, et
e(A+AB,C) =Tr ("(A+ AB)C) =Tr (*AC) + ATr (*BC) = ¢(A,C) + Ap(B,C)

Par symétrie, ¢ est bilinéaire, on vérifie que

n n

P(A,A)=Tr ("AA) =) > al; >0

i=1 j=1

par suite p(A4, A) = 0 si et seulement si a; ; = 0 pour tout i,j € [1,n]? si et seulement si A = 0. Ainsi ¢ est

positif et définie. D’oul ¢ est un produit scalaire .

2¢me Partie

Décomposition polaire d’une matrice de M, (R)

2.1. Soit A € M, (R); on note Ay, Aa, ..., A, les matrices de M,, 1(R) qui forment les colonnes de A et on suppose
qu’il existe une matrice diagonale D = diag (d1,...,d,) € M,(R), & termes positifs, telle que ‘AA = D2.

_ tA _ t _
2.1.1. Posons A = (a;j)1<i<n €t "A = (b; j)1<i<n avec b; ; = a;,; ,on a "AA = (¢; j)i1<i<n avec
1<j<n 1<j<n 155<n

n n
Cij = E bikak,; = E Al,i Ok, 5
k=1 k=1

et
ai,j

n
. t
E agir; = (14, nang) | 0 | = "AiA;
k=1
Qn,j

donc ¢; j = YA;A; .

d?sii=j
Puis que "AA = (¢; j)1<i<n = D? alors |"A;A; = ' ’
1Z5<n 0 siis#j

Si d; =0 alors *4;A; = 0 pour tout j en particulier pour ¢ = j , donc *A4;A; = ||AZ||2 =0dou 4; =0.




2.1.2. Soit I = {i € [1,n] | d; # 0} .

Si I =0 alors A =0 et toute base orthonormée de M,, 1(R) convient .
d?sii=j
0 sii#j
(E;);c; est orthonormée , on la complete en une base, (E, ..., E,) orthonormée de M,, 1(R) et on a pour
tout i € [1,n], 4; = d;E;.

Sil#(, posons E; = d%_AZ- pour tout i € I , on a alors (E;, E;) = 'E;E; = { et la famille

2.1.3. Soit £ la matrice dont la j ieme colonne est £ , ainsi F est une matrice orthogonale .
Posons E = (b;j)i<i<n , A = (aij)i1<i<n €t D = (D; j)1<i<n, comme A; = d;E; pour tout j € [1,n]

155<n 155<n 155<n
alors :

n
aij = d;b;; = Z bi i Dy
k=1

par suite .

2.2. Soit B € M,(R).

2.2.1. D’aprés 1.1 {BB est une matrice symétrique positive et d’aprés 1.3 il existe une matrice diagonale
A = diag(\1, ..., \n), & termes positifs, et une matrice orthogonale P € O, (R) telles que *P (!BB) P = A |
posons D = diag(yv/A1, ...,/ An) , alors A = D? et ’ tP*BB.P = D? ‘

2.2.2. Ona'P!BB.P= '(BP).(BP)= D? d’apres 2.1.3 il existe une matrice E € O, (R) telle que BP = ED.
Par suite BP = E'P.PD et B = (E'P) (P.D.!P) , posons

|O=FE'Pet S=PDP

Donc B = 0S5 et on a E , P sont orthogonaux donc O est orthogonale , D est diagonale a termes positifs

donc S symétrique positive.

2.3. Application

-1 -2 -1 6 5 5
OnaC = 2 1 1 et A=1'CC=]|5 6 5
1 1 2 5 5 6
— Diagonalisation de A = *CC :
e Valeurs propres de A :
A—6 =5 -5
xa(A) = -5 A—6 =5
-5 -5 A—6
A—16 =5 -5
QEALORTC N 16 A—6 -5
A—16 -5 A—6
Lo«Lo—L, | A—16 =5 -5
= I RS W
0 0 A—1

= (A—16)(A—1)?
donc Sp(A) = {1,16} .
e Base orthonormée de vecteurs propres de A :

x
X=|yleFi(Aer+y+2=0

z



1

soit X1 = | -1 | € E1(A) et X5 € E1(A) orthogonale a X .
0
T 1 1
Donc X5 = y et (X1,Xo) =0parsuitex=yet Xo=x| 1 |, prenons par exemple Xy = | 1
- -y -2 -2
Une base orthonormée de F;(A) est donnée par :
1 1
M= |1 =]
0 -2
1
On a Ei6(A) = (F4 (A))l , il est donc engendré par V3 = V; AV, = % 1
1
Donc A = PA!'P avec P = &—% % % et A=10 1 0
U 0 0 16
Lo g op g
Parsuite D= |0 1 0| et E=CPD™! g g @
00 4 0 -5
Ainsi
0 -1 0 2 11
O=EP=|1 0 0|letS=PD!P=|1 2 1
0 0 1 1 1 2

3éme Partie

Application a un calcul de distance

3.1.

3.1.1. L’application M —— M est linéaire en dimensions finies donc elle est continue.

3.1.2. Posons f : M — MM . Soit

: Mu(R) — My(R) x M,(R)
M — (*M, M)
et
i Mp(R) x M,(R) — M,(R)
(A, B) —~ AB
ona f=1op, ¢ est linéaire en dimensions finies donc elle est continue et 1 est bilinéaire en dimensions

finies donc elle est continue, ainsi f est continue.



3.1.3. On a

{M e M,(R); *MM =1,}
{M € Mn(R)§ f(M) = In}
FH{ILY)

O, (R) est 'image reciproque la partie férmée {I,,} par une application continue donc c’est une partie

fermée.

De plus pour tout M dans O, (R) on a |[M||, = /Tr(!MM) = \/Tr(I,) = y/n, donc O,,(R) est bornée .

3.2. On est en dimension finie donc M,,(R) est un compact et 'application M — A — M est continue ( elle est

somme d’une application constante et une application linéaire ) , donc elle est bornée et atteint ses bornes sur

O, (R) , ainsi la borne inférieure existe et elle est atteinte.

3.3. Soit Q € O, (R) on a
1A]13
d’ou [[Q2A[|2 = [|Allz -
De méme
1423

d’ou [|AQ|2 = [|A]]2 -

Te((04) (24))
Tr(*A.'Q.Q.A)
Tr(*A.A)

1AII3

(t.0=1,)

"(AQ) (AQ))
(A9)" (AQ)

AQIQMA) (I =1,)

e e e

3.4. Soient O € O,(R) et S € M, (R) une matrice symétrique et positive telles que A = OS.

3.4.1. Soit Q € 0,,(R),en déduire que d (A4, 0, (R)) =d (S, O,(R))

On a
|A-Q3=]0s -3 =0 (s -0 )|
0 € 0,(R) done ||O (S — 07 Q) ||> = ||S — 0~'Q|[; par suite
14—Qll, = |[s - 07",
Ainsi
A(4,00R) = inf JA-Ml2= nf |5 —0~tM|,

Comme O, (R) est un groupe, alors O, (R) = {O7'M, M € O,(R)}, d'ou

A(A4,0,R) = |

inf
O

n

oI5 =Ml = d(5,0,(R)

3.4.2.

S est une matrice symétrique réelle , d’apres le théoréme spectral elle est diagonalisable , donc il existe D

une matrice diagonale et P une matrice orthogonale telles que S = PDP~!.



Et on a

d(A,0n(R)) = d(S,0n(R))

inf [[S — M]2
MeO,(R)

inf ||PDP~' — M|,
On(R)

Me
= 2 o |D—P~'MP||, (daprés3.3)

= inf |D-M On(R) = {P~MP,M € O, (R
2 1D =Ml (0,(R) = { € Ou(R)})

d'oit [ d (4, 0n(R)) = d (D, 0,(R))] .

3.5. On pose D = diag (A1,...,Apn)-

3.5.1. S est une matrice symétrique positive, donc d’apres la question 1.3.1, ona Ay > 0,..., A, > 0.

3.5.2. Soit 2 € O, (R) , posons D = A? avec A = diag(\/A1,...,v/An) on a
Te(DQ) = (A, AQ)
I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
Tr(DQ) < [|A]l, ALl -

d’apres 3.3 [|AQ]|, = ||A]|, donc

Te(DQ) < A =D A .
k=1

3.5.3. Soit Q2 € O,(R), on a

1D - Q3

Il
—

r(*(D—-)(D-9Q)
(*DD) — Tr (*DS2) — Tr (*QD) + Tr (*Q0Q)
A2 —2Tr(QD) + Tr (1,,)

[l

Il
M=

A —2Tr(QD) +n

bl
Il
_

3.5.4. D’apres la question précédente , on a

d(D,0,(R)) = Qeglf([m ( A} —2Tr(QD) + n)
" k=1

:Z/\i—i—TH—QQ inf (= Tr(QD))
k=1

€0, (R)

remarquons que  inf (=Tr(2D))= sup Tr(QD) donc
QEOL(R) Qe0, (R)

d(D,0,(R)=> A +n+2 sup Tr(QD)
=1 Q0L (R)

De la question 3.5.2 on a pour tout Q € O,(R) Tr(DQ) < > A, avec égalité pour Q = I, donc
k=1

sup Tr(QD) = > Mg |
Qe0, (R) k=1

Par suite

I
M=

d(D,0,(R)) AN+n—2> A
k=1

ol
Il
-

(A — 1)?

[
M=

=~
Il
MR



écrivons

SO 12 =T (D 1) (D~ 1) =
k=1

donc | d (A, On(R)) = ||D — L3 |

2
1D = Inll;

Par suite
d(A,0n(R)) = d(D,0.(R))
= D~ Ll
= P (D~ 5) P,
= IS~ Ll;
= [S0-0l3
= |A-0l3
d'oit [ d (4, 0n(R)) = [[A = Ol|> |
1 2 1
3.6. Application :C=| -2 -1 -1
-1 -1 -2
On a d’apres la question 2.3 —C' = OS5 () avec
0 -1 0 2 11
O=1]1 0 0 et S=11 2 1
0 1 1 2

donc C = (-0) S , d’apres 3.5.4, d(C,0,(R)) = ||C + Ol|2 , ce qui donne

1 1 1
C+0=]-1 -1 1| et (C+0)(C+0)=
-1 -1 -1
d'oit [ d(C,0n(R)) = 3].
oo oFIN oo

3 =3
-3 3
-3 3



