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Traitez les exercices marques
en jaune. La solution est en bas.

EXERCICES MPSI

 SERIES NUMERIQUES |

Exercice 1 :

Déterminer la nature de la série E u, dans chacun des cas suivants :

h
1) “ﬂ_cch((;z)) 7)) Uy = ng—l_\/néi—s—l 3)u,=e— (1+2)"
n
4) Un = (nil> 5) Un = ncol.92n 6) Un = (1n”1)lnn

Exercice 2 :

Déterminer la nature de la série E u, dans chacun des cas suivants :

—1)™ —1)" 1™
D) un = vy 2) tn = 1y 3>“n=1m§+<—12n
n _ =1L/ R ™
4) up = /n+ (-1)" —/n 5)un—ln<1+(n+)1) 6)un—sm<ﬁ>
—1)" —1)" - 3
T) = s 8) wn =In (14 5°) 9) uy = & 3k

Exercice 3 :

Soit g uy, une série & termes positifs. Notons v, = —2z 7- Montrons que

Un~+
n

E Up CcONvVErge < E Up CcOnverge
n n

Exercice 4 :

1) Notons u, = sin ((2 — v/3)"n)

i) Montrer que la série Z up, est & termes positifs.
n
ii) Quelle est sa nature?

2) Posons A, = (2 —/3)" + (2 + v/3)". Montrer que A, € N .
3) En déduire la nature de la série Z Up ; OU Uy = sin ((2 + \/g)”Tr)
n

Exercice 5 :

Justifier Vexistence des sommes suivantes et calculer-les :

= 1 <X 5n+6 = 1
2 ;n(n—kl)(n—l—@ 2) ;n(n+l)(n+2) 3) T;ln <1_n2>
+00 nt1 +oo 1 +oo (_1)71—1
5) ; 3n 6) ; n(n+1)(2n+1) 7 nz::l n?
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EXERCICES MPSI

Exercice 6 :

e -

On donne les sommes : nz_:l 2= et nz_;) g
Calculer les sommes suivantes aprés avoir justifié leurs existences :

= 1 = 1 Rn+1 | XRa2-2

1 — 2 —— 3 4
)Z(2n+1)2 )Zn2(n+1)2 )Z n! )Z n!
n=0 n=1 n=0 n=0
+o00 k
_ (1)
Posons R,, = Z A
k=n+1

3

(=1

n

1) Justifier la convergence de la série Z
n>1

et préciser lim, o Ry.

2) Montrer que
Vi € N, Ry + Rop = io Gt
) mn n+1 — 2 k’(k-f- 1)

3) Déterminer un équivalent simple de R,,.

4) Quelle est la nature de la série Z R, 7.

n>1
Exercice 8 :

Considérons deux suites complexes (a,)nen €t (Vp)nen. Posons u, = anv,
n

et S, = ka.

k=0
1) Montrer que

n n—1
Vn € N, Zuk = Z(ak — Ozk_:,_l)Sk + anSh
k=0 k=0

2) Supposons maintenant que (ayn)pen est réelle positive décroissante de
limite nulle, et qe la suite (Sy,)nen est bornée.

Montrer que la série Z(an — Qp+1)Sy converge absolument et que la
n

série E Uy, converge.
n

3) Soient B> 0 et 0 € R|27Z.

i) Montrer que

1

v GN, 1 10 in0_<
n |14+ +---4e |_7‘Sin(9/2)|
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EXERCICES MPSI

ind . .
ii) En déduire la convergence des séries g ¢ iR E cos(n) et E Slil/(f).
n n n

n>1 n>1 n=1
Exercice 9 :

1
Notons H,, = Z T
k=1
1) Montrer que H,, ~ In(n)
2) Posons U, = H,, — In(n).
i) Montrer que (Ups1 — Uy) = O(1/n?).
ii) En déduire que

ImeR,H, =In(n)+n+o(l)

3) Posons V,, = H, —In(n) —n.
i) Montrer que (Vi1 — Vp) ~ 5

~ 2n?
+o0 1
.. . . 1
ii) En déduire que V,, ~ 5 g =
k=n
4) i) Montrer via une comparaison série-intégrale que
+00

1 1

Va > 1 IO
@ k> (a—1)no1

k=n+1

ii) En déduire que H,, = In(n) +n+ 5 +o (%)

’Exercice 10 : ‘ (Séries de Bertrand)

1) Montrer que

1
\V/Oé - 1, Vﬂ S R, E W converge
nr-2
2) Montrer que
1
V 1, V R E —— di
a<1,Vge ,n>2 na(lnn)ﬁ werge

3) Soit B € R. Par comparaison série-intégrale, montrer que

1

E ——— converge & (=1
n(Inn)?

n=2

) In(n) 1 1
4) Quelle est la nature des séries Z 5 Z 5 et Z —— 7
n? e vn(lnn) n(lnn)

nzl n>=2
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[ SERIES NUMERIQUES |

Exercice 1 :

Déterminer la nature de la série E u, dans chacun des cas suivants :

__ ch(n) 1 1 . 1\n
1} tig = ) 2 g = s by 3)up=e—(1+ 1)
_ " i 1
4) Mg = (nL—H) 5) Un = cos?n 6) Un = (Inn)lnn
)|
:L)U,,\:%E"_ = €%,
Chan € +e
elye " ~/ ew
OVI ﬂ% =i N e - - Uwn ~ e
¢ ¢ o~/ €
b
= l/ r'\/ i
7 Y eV

fal'ﬂ'"\\ ZU,, %Z——J-;T dout e m?mt nf-;Lurc.
€
- s 4
@/"Z Z 'E{:ﬂ [/?V“‘; v _IG PALLA ,ﬁ@ﬂfr-‘r\ﬁ,,«g Z (_e_) Iémy(,?
e w
Ce /’g:/:’f: <-'j-
Nibi . (ZMJ{ -Z)
1 —
Zgj;— N (s (i"

NB2 . (Em’“ 1)

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org
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|Exercice 5 :|

Justifier I'existence des sommes suivantes et calculer-les
400

1);n(n+1l)(n+2) 2)§n(niﬂf+2) @gln(l_ﬁ) 4)§1n(1+
@zn;l 6)§n(n+1)1(2n+1)6)§(_:@# 8)2%
to

7) 5 - Z %

_ +00——?;;—4 (df’/m/xﬁf o/f/mo)fCe)

w=2 o0 :

L7k

15( % 2" >

= L
=
as (328
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Exercice 8 :
Considérons deux suites complexes (@, )nen €t (Up)nen. Posons u, = ayv,

mn
el 5, = Z V-
k=0

1) Montrer que

n—1

Vn € N, Z U = z o — Q’k—l—l)Sk + o, Sh
k=0

2) Supposons maintenant que (o, )nen est réelle positive décroissante de
limite nulle, et ge la suite (S),),en est bornée.

Montrer que la série Z(an — ap+1)Sy converge absolument et que la

série E U, converge.
n

1) Fsd nen .

:0‘“’0+Zdisf Z-—A 5—:1

,ﬁ_...«t

n—-1
n
D(o\’o_‘_ﬁ%azig _{Z AMS

I

h-1
= 4y S +Zaﬂ_3€ 3 Z A
= h-o )

n_1
= > 45 —AZ 4

;—-:O
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2) Supposons maintenant que (an)nen est réelle positive décroissante de
limite nulle, et qe la suite (S, )nen est bornée.
A,)Montrer que la série Z(an — ap41)S, converge absolument

(ad Gu moukera G-+ la Aegi M1 ZI(AH— +) %) CW\’M:S('
(S, bovee = (37 T700 ey, 15,140)

'@,90\\ 3 (’V‘ﬂéwf /(”{hf-”(u,pi) S"’ = ,d'\——”{ﬂ"l'l)' IS»-)

~ v I~
zdﬂ—'dn-}d_ <M

Cor () ke
o (e, [t S < M ed,) )
" Dan @nfam}m ey e po AV, A et @ A
Jue fe e —/ellfsa?;l}m hZ(a;,,\_o(m) Guove -
Cad que Lo tide () Guonge | Ce Gl et e oo, Car
(An)“ ,s|e/cr§ma«l< o manSe X Pk 0 (& 'Pof{-lu;c) :

j}l)q/ﬂm.rhq) A?M{ ,ﬂa /at/ric ;Uh @AW\%{

n n—1
@w Q! Vn € N, Zuk = Z(ak — 0p41)Sk + Sy (—[2)

k=0 k=0

ry/{ A'M LJ{ }nQIA"IL’o( /94’\’( ,{Q /AM,‘".{ (%IOU&) @“\H/g/( )
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3) Soient 8 > 0 et § € R|2nZ.

i) Montrer que

1

N. |1 it inf -~ -
e et S )

90,J:k neN ., Ona -

N o . Lo
‘1-’-‘-@ 6.,'_-,‘-(—'6 — Z e.‘
h=o
n

£
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:i,(/% (Cw- 40, pwogme 0€RY 272)
1_e
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inf ;
. s . e cos(n) sin(n)
ii) | En déduire la convergence des séries E v E . et E W

nzl n=1 n>=1

Z),?ua\.r 2°) ) OnG
{(01) 7\,06\41/\)6 dfr«Mmerf S /&}Mic hm“f’
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Exercice 9 :

T
1
Notons H,, = Z T
k=1

1) Montrer que H, ~ In(n)

2) Posons U, = H,, — In(n).
i) Montrer que (U,y1 — Uy,) = O(1/n?).
ii) En déduire que

dneR,H, =In(n)+n+o(1)

3) Posons V,, = H,, — In(n) —n.
i) Montrer que (V41 — Vi) Nz,;_ﬁl

o @]
1
ii) En déduire que V,, ~ 3 Z =

4) i) Montrer via une comparaison série-intégrale que

1
=l ~
£ Z ka CY x 1)na—1
k=n+1

ii) En déduire que H,, =1In(n) +n+ 5 +o(3)

St

n
1
Notons H,, = Z -

-
k=1
@Montlel que H, ~ In(n)
(Ov a ? ™ Ll(hi—) J Awﬁ{
ttor
| n 4 .._.—-'—,') Iy
7w 7 Z L\[ 1+ £ -,l('cSC 3
R R i

Dk port Z’“"”f) me be) £ L bo)
e LA(ML = ((’I&-/)) Jan 4_11\[1..}-/)(\_/ L\n
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2) Posons U,, = H, — In(n).

@Montrcr que (Upq1 — Up) = O(1/n?).
ii) En déduire que

dneR,H, =In(n) +n+ o(1)
UWH _ U — Hh-l-l LA{VH Hu +}"‘v‘ "

ot [l k] & Hﬁ;_{;)

nid f?

1
3 =
Yot = U, == - h(f m)

w4l
4
}" 5_}- - /ﬂ-—-
n+l " 14—

= L (1+0(%)) o 2 = i+07))

n3400 N 142 A=0

L — 2 +0
= L e " R

R 2 4+ Ol &/lmfﬁ)—':"‘*O{dl))
M) = 2206 (cor W) =

oy L 4B = Ol%)

n+1

CR;{ n+l = u = O(")
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2) Posons U,, = H, — In(n).

i) Montrer que (U,41 — Uy,) = O(1/n?).
En déduire que

31 € R, Hy = In(n) + 7+ o(1)
ya
Ona G-V = Olk) + ] o= Gope
ﬂ’@i ,06.' 4&//{1 ‘,[cye;ﬁ?l'?/“ Z_[bﬂ—uf-un) @Aoﬂ‘ge .

A fos N Auide (L) Gt -
—;-_7 3“(6% [/Q-(jh‘:-n(
- 37"”2‘! Mf’(;O(i) (/@'\(%—-‘\():O <::7U,,,.-"(;o(:’\)
— Defe s Hy—kn (=00
—, De(eR Hy = fon + o ©1P

3) Posons V,, = H, — In(n) — 7.
@Montrer que (Vo1 — Vo) ~=3

+oo
ii) En déduire que V,, ~ 3 Z %
k=n
\4 - H., **l"“'"ﬁ( ok Vn—tF ,‘é—u — ki)~

1
\/Hl\/ ::/4:' ”}/"(4+T

- "

h+t|
4
n+l 17 4‘]"";
VA

.;:,1,(,/;"74,0{5';‘;)) 4 = i._’71+0(1)
n 4R n " /I‘F)‘ RS

4
,__4-"- —— ’f‘;‘/%—}a(ﬁ)

== n+1 no+toe "
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’1__‘_____/,}0}
}“ 1’f'/) ;;ww Zn* n"

%w,{/ﬁu @M—’\/\\) ~ "‘&@

3) Posons V,, = H, — In(n) — 7.

i) Montrer que (V41 — Vn) zngl

En déduire que V, ~ 3 Z F
k=n
_'1—
@t\ Q| (\[ \L‘\'l ) /'\/

,@;\ (\’k Vo) A Z 24"

izn

One D (k) - ki M(\fa )

=N

iﬁ’;“ (\/""VN’_M)
Car 3—)4&) = /gm\/ -

=N,
l \
h_) 4o ﬁ,n
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4) @Montrer via une comparaison série-intégrale que

= 1
Va = 1 e
£ 2 Z ko (a 2 l)na—l
k=n+1

ii) En déduire que H, =1In(n) +n+ £ +o0(2)

L+l
1
@‘L—,A i/ﬁ_ dt £ T
i+l “
L g1z $ ) L dh
/] t 1_1
L v i “ 4 )
X222 ,.|-1 + ___,ro”—
ERA) L7 ( <
ﬂ_ZL +* )é ifZ"H' £ {—n Lz%
* ,‘.-90 KW +w
oo e 4] 1 d+ ()
g"' éﬁme;ﬁ ) (
h+l
+>° _dH e () Wt

g [t | e — | 2
—d+| 3 Loypoe - A (o{#ﬂ)y\d_

-0 Curdd

1
*DO
1 _ ,—3—-—-—-" s —~~ T a
& J e () (D) N>+ (d-2)m
ntl
T 4 _,é‘——
i o-
oA (—O-) = ? f_”" (d-2)n
=n+1
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4) i) Montrer via une comparaison série-intégrale que

+o0

1 1
\vd 1 LAY —
ar-l Z Jec (a_]_)na—l
k=n+1

.En déduire que H,, = In(n) +n + % +o (%)

ﬁwa\/f\/”24

f«m
1 1 liges W)~ A= 272
AL h— 4=
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Exercice 10 : | (Séries de Bertrand)

1) Montrer que

1
Ya > 1, VB € R, Z na(lnn)? converge
n>2
2) Montrer que
1 .
Ya <1, V3 €R, Z W diverge

n—2

3) Soit # € R. Par comparaison série-intégrale, montrer que

1
g ———— converge < 3> 1
n(lnn)B
nr2

_ In(n) 1 !
£); el et 1 matmre des 52 —5 2 i o ’
) Quelle est la nature des séries Z 2 T;z V/n(lnn)? e Z n(lnn)?

n>1 nr2
CORRECTION
1) Montrer que
1
Va =1, VB € R, Z o (inm)? converge

n>2
Stred >4 aﬁ/%é/R.

4

n/%@-m[{&\ ¢ g“ Aeve @fmdffgc-
G ; PV

Cok 144" L A
/%w;v Vlo{/- ° = /év"r g
’ i han) (4r)

= QO

Al d
N
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2) Montrer que

Va <1, VB € R, Z - ln n)? diverge
Soved R <4 4 peR.
1 ‘
n/%@-n#&j ,qw\, ﬁa Aere Z ,O{I\}!}lgf .

V72 W (j}@ P

:‘_1_1_90
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