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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(Durée : 4 heures)

L’utilisation des calculatrices n’est pas autorisée pour cette épreuve.
Le probléeme comporte deux parties qui sont indépendantes.

Notations

On note N 'ensemble des entiers naturels et N* I’ensemble des entiers naturels non nuls.

Soit n un entier naturel non nul. On note &,, le groupe des permutations de {1,...,n} et
(o) la signature d’une permutation o € &,,.
Sio € &, on appelle point fire de o un élement i € {1,...,n} tel que o(i) = ¢. On note v (o)

le nombre de points fixes de . On appelle dérangement une permutation ¢ € &, n’ayant
aucun point fixe. On note ©,, I’ensemble des dérangements de &,, et D,, son cardinal.

Si k est un entier naturel tel que k < n, on note (Z) le coefficient binomial correspondant au
nombre de parties a k éléments d’un ensemble & n éléments. Par convention, on pose (2) =0
pour un entier naturel k > n.

On note R[X] 'ensemble des polynomes a une indéterminée et a coefficients réels. Si de plus
n > 0 est un entier naturel, on note R, [X] 'ensemble des éléments P € R[X] de degré
inférieur ou égal a n.

Sin >0 et d > 1 sont deux entiers naturels, on note d | n la relation « d divise n ».

Si z est un réel, on note E(x) sa partie entiére, c’est-a-dire 'unique entier F(z) tel que
E(z) <z < E(x)+1.

Si p est un nombre premier et n un entier naturel non nul, on note
vp(n) =max{r e N : p”|n}.
Soit n un entier naturel non nul. On note ., (R) 'ensemble des matrices carrées de taille n
a coeflicients réels.
Pour tout ensemble E, on note &(FE) I'ensemble des parties de E.
On note Iny la fonction de |1, +oo[ dans R définie par Iny(z) = In(In(x)).

Si (an)nen+ désigne une suite de nombres réels, on note, pour tout nombre réel z € R,

E(z) E(z) E(x)
D= an D = 3 a [ aw=]] @
n<x n=1 p<x p=1 p<x p=1

p premier p premier p premier p premier

avec la convention que la somme indexée par I’ensemble vide vaut 0 et le produit indexé par
I’ensemble vide vaut 1.

On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’il existe un réel ~ tel que

~ 1 1
;knﬁiwln(n)+'y+0<n>.



Premiére partie

Soit un entier naturel n > 2. Pour tout nombre réel z, on considére la matrice de ., (R)

suivante
z 1 1 1
1 1 1
M, = | L
1 1 r 1
1 1 1 =z

n-1
(On adet Gucs Ve R ) AkHGT 1M\ = (ad)  (24n-2)
1b. En déduire que pour tout x € R, on a

> e(0)e ) =@ -1)""Hz+n-1).

0'6671

2. Calculer

3. Etablir que

4. Pour o € 6, préciser a quelle condition sur v(o), on a 0 € ©,,. En déduire que

Card{oc €D, : e(0) =1} = Card{o € D,, : e(0) = =1} + (-1)" ! (n —1).

Soit m € N. On considére la matrice

(8) 0 o e e 0
0 () 0
M= 5 € Mpmi1(R).
") o) o

()

5a. Justifier que les familles (1, X,..., X™) et (1,(X —1),...,(X — 1)™) sont des bases de
Ryn[X].



5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de ’application linéaire identité

Rp[X] — R,[X]
P — P

dans les bases (1, X, ..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a larrivée.

5c. Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.

5d. En déduire que pour tous (ug, ..., Um), (Vo, - . ., vpy) € RMFL
Yk i k
si VeE<m, wup= % (5) vy, alors Vk<m, wv,= ;(—1)’“4 <£>'LL[.

i %XW’&




CORRECTION

Soit un entier naturel n > 2. Pour tout nombre réel z, on considére la matrice de .#,(R)

suivante
x 1 --- 1 1
1 z --- 1 1
My=|: i " i
1 1 --- = 1
1 1 --- 1 =z

On odmd Gae - Vot 2 , o/f#('ﬂ?h T/\’L,}—: (1_4)n_1(7+n-1)

1b. En déduire que pour tout € R, on a

Y e(0)2"@ = (z - 1)" Nz +n-1).

O’EGn

Sut w e
pu i di (—)L__ffn_l,fV/v) =—(’){~’l) 2((71«\%\_1), (—(21)
@’Mc}a -I(/-L‘W‘IL o

mi;—f—lﬂa-_—;[\/l,l: s = ";70 :

== old ("RI“+I“I,O) - @]c}’[m%)

- > &y 1 ()

TeS
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§(2)=~ \Y (;)#‘q

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



—-?ZQ‘%) = A

0(+) A )
Q"(-L.),—_,;.
Cocd (Riefeed © ota)=4Y)
=%
~ (6)
=N
quhh .
ol ( ™ Ela /l M
o ) Z ) (1)0‘(4)&

TeS,

sZéfo—)fz&

065,

~ (@)
)

(_O”) * (’O“z) =7

reR ZE(@f)(G)

ses,

—( ) ()

Pr. ELAMIRI

www.iamateacher.org



1b. En déduire que pour tout x € R, on a

Z (o)’ = (z — )" Yz +n—1).

ceSG,

2. Calculer ()

e(o

Ugs:n (o), Crg@:ﬂvs(a)v(a) et agc;n S+ T
2)i) 7 E@) 7
e ()
n-1
(Dha", YaelR ZE(O‘)’A — (1) (o)

ses,

Thinons A=", g P o

n_1
ZE(O’) — QO xv

0cS,
= O (ar ﬂ~i7{i(h7/&)

7 &) 2o

TeS,

]
2)i) > t@NE) 27
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O—é-sh N \’)(G—)—/J'— N 1. .
L(Dn a i R™ s G Aret dmﬂlw\ A V@) =0 T
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1b. En déduire que pour tout z € R, on a

Z e(0)z"?) = (z —1)" Yz +n—-1).

oG,

2. Calculer

Y o), Y clowlo) et > v(z()"il.

GEGn O’EGn UEGR

3. Etablir que

Card{c € &, : ¢(0) =1} =Card{oc € &,, : ¢(0) = -1}

n/¢?é¥A00& 1
(Dve: 2 E@) -o

7¢S,

n L_7=l G\GS“ \_ -1

ele)=1 & )= _1
= 1 - Z L =9
eSS, §¢S,

- ) =-1

Ly — o ({08, - €6)=-2D)

- ced (3668, 1 £6)=1Y)

AL cﬁfol(§GéS\Az£(®:«LD :Cafd({m—’sh » £@)=-21)
[

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



,%eif/lo,o/e 3, (@4},4(_!-@ 'I’/Mg}/;vi,\/\damv\'\ﬂfl.l' dh TJﬁ‘é/f‘l;\t)

Nobmg 2 _2 ¢S, /ety & I:{ngﬂ/émy/ﬂ})
/%MGLYM wa Card(?_) — Cﬁfd(I)

Sét T e Srmposti [ ixee ). (O reppell e €(T) 1.
Comtidizea Llepplicetan -

$: P T
6,1 /¢(0'_)‘:_Co§

@h W\@%G"fofq rq\m 615 (<) \g:.écc-]—im /W 9"‘%‘7‘ qtm CMo](P):CM[I)
T~ 4 éﬂjdtml’lf\/‘ ?
CSwnt 0T (Mr{wa/\.
S ut SéZ(dc}wﬁL} O nea .
gb{g): T & ToS=0T
SS =T %0

B(S)=T & S=ToT (t“i,c)
/2’;#/@“46{ TotTel M?M{ E(t@@) :E_{P\)Xé\’(ﬂ:i

=-4 =-Z
Cor CEL

.@/94,: . (Y oeT, Alcc 2, q)(s)—_G“

Céd (/‘ﬁ (St Une 104'25(47,'9'« de Bves
For Aol C@d(f): Cord ().

[

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



4. Pour o € G, préciser a quelle condition sur v(o), on a o € D,,.

)4)
SwtF O\GSM MO &
Q‘é@“ & ¢ nla aucun T»SWJ— {IXe

\](6_)) =9 <‘;—\/. Q¢ @n
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1b. En déduire que pour tout z € R, on a

Y e(0)e’ ) =(@-1)""(z+n-1).

0'66n

2. Calculer

3. Etablir que
Card{c € 6,, : ¢(0) =1} =Card{oc € &, : €(o) = —1}

4. Pour o € 6,,, préciser a quelle condition sur v(o), on a o € D,,. En déduire que

Card{oc € D, : €(0) =1} =Card{o € D, : (o) = -1} + (-1)"}(n -1).
1)#) (
~(6) N-d
0"‘ e YuelR, ZE(O“)l :(u_/t) (+n-1)

Ses, L
s M =0 g (_1)]4_4;,#1)
() -4
\dq ¢R, Z E((j‘) * = (7‘—4) (+n-2)
Ses, (
~(v) ~V(©) g
— Vﬁé R, Z ¢(e) n + Z e(a) % _ (7@/1) (+-2)
€S, Ses,
S¢d, W@M
n D, &7 WG=e : alors
f% VARNESSEN (@) 7L
~, 4
() -
¢
e, 70 4 LHOP (e s
SES SES,
G’é@m Q#@m
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5a. Justifier que les familles (1, X, ..., XM et (1,(X-1),..., (X —1)™) sont des bases de
R, [X].

Chadne et dowx Jarills b de andied &al & [vast) — (IR, [)).
%n %Aj , elles donf Ll Can Comokdnds de Po/\/namu hew wuly of

E/C,Le,/cmwei.ﬁ ¢ ,ALQGV:; '
Do ells pod- des Bans e R[]
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Soit m € N. On considére la matrice

( (8) 0 o0 e 0\
0 G o :
M=| ° e i (R).
(") (mo1) 0
\ () ()
5a. Justifier que les familles (1, X, ..., X™) et (1,(X — 1),..., (X — 1)™) sont des bases de

R, [X].
5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de 'application linéaire identité

Rn[X] — Ry[X]
P S P

dans les bases (1, X,..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a l'arrivée.

bl /{\/w‘b @(r wtabes Qe .
wat (o ”2 : ) M
(k10 5 (1) 61 ooy (X))
C;},J (/4 VHW\A)YQ/ "?"'\f:

Mﬁ‘l— (1,)(,,,-/)<M) _ \ \ G b (;
)

(1)(X=1), .-y (X _w a : )
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Soit m € N. On considére la matrice

/ (8) [ 0 \
o Q) 0 :
M= 5 5 € Mmi1(R).
(") () 0
\ (%) o ()
5a. Justifier que les familles (1, X, ..., X™) et (1,(X —1),..., (X — 1)) sont des bases de

R, [X].
5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de 'application linéaire identité

Ryn[X] — Ry[X]
P — P

dans les bases (1, X,..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a arrivée.

5c. Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.

i) P> et A}\A\O(h(}n'[ga?_

M thoole 1 i
M oed fﬁkn%uja”}{ @4&?{%& ,d,ﬂ/{« Jgms e Cocrﬁ!am‘,s

,dzl,a,ggnqouuo( Jﬂ\‘)‘WL nem V\U‘-f'

@/M Mook vkl -

M thoole 20
%M (i amder e | Commt meice dle ad

e

R T
oty meldhwoned & dux bae.

@/M N NG
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Soit m € N. On considére la matrice

( (8) 0 v eer . 0 \
0 () 0 :
M=| ° | e Mr(R).
("5 (mo1) O
\ () = ()
5a. Justifier que les familles (1, X, ..., X™) et (1,(X —1),..., (X — 1)™) sont des bases de

Ryn[X].

5b. Montrer que la transposée de M est la matrice de 'application linéaire identité

Rn[X] — Ry[X]
2 Co '

dans les bases (1, X, ..., X™) au départ et (1,(X —1),...,(X —1)™) a arrivée.

5c. Etablir que M est inversible et expliciter son inverse.

5d. En déduire que pour tous (ug, ..., un), (Vo ..., vm) € RMHL,
e b k
i VE<m, up= ; (f) vp, alors VkE<m, wv,= g(—l)k_f (f) Up.

\g.,ﬂmé /UJ,,--,U)& 0’,_,v)é/£2
\guﬁww (V\044<W’ Vg = Z(,ﬂ)\fg) %“/{WM fw;

(VoLh{m V4 52& L) (i) Vﬂ)

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



A

L (4 (7)) l:
&> | |

U, (%)
>

=

J
(U
v, J, vl L
(5 ¢ o
U
Vo
> |
V.,

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



Cat o (W okhom, V- Bl oo v By,

v%h{fh :

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



