Corrigé. Centrale MP 2025 Maths II E. Ezanno

1. J, est symétrique réelle donc d’apres le théoréme spectral elle est (ortho)diagonalisable.

2. Notons (-, -) le produit scalaire canonique sur R" et ||-|| la norme associée.
On consideére une base orthonormée de vecteurs propres %4 = (vy,..., V). Pour tout i € [1, n] il existe
A tel que J,v; = A;v;. On peut supposer les 1; ordonnés: 1} = Apin < A2 < <A, = Anax

n
Soit x€ A,.Ona ||x||2 = Z 1 = n. Soit ay,..., @, les coordonnées de x dans 28, de sorte que
i=1

n n
xX= Z a;v;. Comme 28 est orthonormée on a aussi ||x||2 = Z a?. Ainsi
i=1 i=1

Y. Tnli, xixj = (Jnx, x)
1<i,j<n
Y aivy)
=1

1=

n
=()_a;Aiv;,
i=1

n
= Z Am? (car £ est orthonormeée)
i=1

IA

n
2
)Lmaxz a; = NAmax.
i=1

L'autre inégalité s’obtient de la méme facon.

3. =B <0donclerésultat de 2. donne I'encadrement :

1 1

1<i,j<n

n
De plus -1 < x; < 1 donne en sommant: —n< ) x; < n, et h =0, donc
i=1

n
—nh<-h) x;<nh.

i=1

En sommant les deux encadrements ci-dessus, on obtient

n(—h—ﬁ/lmTaX) < H,(h,x)<n (h—ﬁ}[;‘in

)

4. Si J, est orthogonale alors (J,)  {~1,1}. En effet pour A €( J,,) et v un vecteur propre associé on a
vl =1Tnvll = lIAvl = 1Al llvl, donc A = 1 car [lv]| > 0.
Onadonc —1<Apin < Amax <1, etdonc:

n(—h—é) <H,(hx)< n(h+é)
2 2
Remarque. En fait, avec I'hypothése ], # +1,, on a plus précisément Apmin = —1 ef Amax = 1. Mais

cette information naméliore pas l'encadrement, donc je ne saisis pas l'intérét de cette hypothese dans
U'énoncé.
0 (1/n) 1 ... 1
5. «Ona ],%C) = ,donc U, = |: . |. On remarque que U,zl = nUy,, et (I,,Uy)
(1/n) 0 1 ... 1
est libre donc le polynome minimal de U,, est X? — nX. Celui-ci posséde deux racines 0 et n, donc



Uy = (0, n).
e Pour ¢ € Ret x € R” on al’équivalence :

_ ©, - 271
U x=axe ], ' x= X.
n

On déduit de cette remarque que U, et J ;C) ont mémes vecteurs propres, et que

(](C) { —1 € Un)} { l’n_l}.
n n

. Onnote Sy, (x) = Z’,Zzl cos(2kx) dans tout ce corrigé.
p
Par parité de cos, et avec cos(0) =1,o0na25,(x) +1= Z cos(2kx). Or
k=-p
p P
Y coskx)=R| ) (e?HF
k=-p k=-p
ei(2p+2)x _ e—inx
(et
ele -1
ei(2p+1)x _ e—i(2p+1)x)
=R . .
elx — e—lx
_ 5 2isin((2p + l)x)) _sin(2p+1)x)
B 2isin(x) ~ sin(x)

d’ou1 le résultat voulu.

. Notons Cj la j-éme colonne de J;, ) 11 s’agit de vérifier que (Cy, ..., C,) est orthonormée.
On obtlent par exemple apres application des formules d’Euler, la relation :

sin(0)sin(0') = = (cos(8 —0') — cos(6 +0")).

N | =

e Pour j; # joona

n
(Cj,,Cpy) = Z ( )sin(zjz ljzi)
B .
2n+ Z’[ ( (]l_JZ)l) COS(2n+1(j1+j2)i ]
_ 1 sin(m(jy — j2)) L sin(m(jy + j2)) N 1]
2n+1 [sin(z(j; — j2)/(2n+1)) sin(m(jy + j2)/(2n+1))
=0 car sin s'annule sur 7Z.

Remarque. Nous avons pu appliquer le résultat de 6 avec x =

7T .
21 U1

— J2) puis x = 5755 (j1 + j2) car

ils n’appartiennent pas a 7Z : en effet ces deux réels sont dans l'intervalle | — 7, [ car j; + j2 et j1 — j2

appartiennent a [-2n,2n].



e Pour j € [1,n],

4 Z 2n
Ci,Cip= sin?
) 2n+1l.:Z1 (2n+1]
Tk el
= 1-cos Jji
2n+1:3 2n+1
2 1(sin(2mj
T 2n+1 n_E( -(271]]')_1)
SN 5557
2 1 . .
= (n + - car sin(2n j) =0.
2n+1 2
=1.
0 1 0 1 0 1 1
8. OnaCy = etCppn-1= ,donc J; = .
el e IR | o1
1 0 1 0 1 1 0

On reconnait bien la matrice d’adjacence du graphe représenté dans I’énoncé.

9. def mat_adj(graphe):
L=[[0]*n for k in range(n)]
for i in graphe:
for j in grapheli]:
L1031 =1
return L

10. Plutdt que de poser le produit matriciel (laborieux), raisonnons avec 'endomorphisme ¢ associé a
Cp,1, etla base canonique (ey, ..., e,;) de R". On a

Ple1) = e, Pplex) =e3, ..., Ppley—1) = ey, Pple,) =e.

Ainsi par applications successives de ¢, on a:

OF(e)) = ersr, PF(e) = es,..., PF(eni) = en, PXlenri1) =e1, ..., P(en) = er.

Ainsi C¥

. 1» la matrice canoniquement associée a ¢, est bien la matrice Cn k-

11. Remarque. Vu la question suivante, le «spectre» désigne ici le spectre complexe de C,, . Je pense qu'il
aurait été préférable que ce soit précisé explicitement.

Ona C,’ll’1 = Cy,n = I, autrement dit C,; est annulée par le polynéme

n
P=X"-1=[[(X-ap
k=1

+7. 27 . .
ouay:= e'*% . Ainsi (Cn,l) c{ag,a1,...,an-1}.
Remarque. Autrement dit (Cn, 1) €Uy, le groupe des racines n-emes de I'unité.
Linclusion réciproque est vraie aussi. En effet pour k € [0,n— 1],

n-1
T 2 . 1
S I g
levecteur Vi, =| © |vérifie: C, 1 Vi=| © |=arVk, etdoncaie'Cpy).
1 ag



12.

13.

14.

15.

On a donc finalement (C;, ;) = U,,.

On remarque que ]ﬁ}) =Cp1+ C;,ll, et que parailleurs Ay = ap+ar = ar + a;l. Comme Cj,; admet n
valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. Soit donc P € GL,(C) telle que

Qo
Plc, P =
apn-1
On a alors
ay’
_ _ _ -1
P Cy) ' P=(PICy1P) =
-1
an—l
Ainsi par somme,
ap+ay! Ao
10 p _ . _
pljWp= . -
Op-1+ a,_lll An-1

Ceci montre que les valeurs propres de J ,(11) sont les réels Ay, k € [0, n—1].

On vérifie sans peine (non détaillé ici), en se basant sur la définition du produit de Kronecker, que
pour des matrices A, Ay, Az € #y,,(R) et B, By, By € 4, s(R),ona

(AA; +pA2)® B=AA ® B+ 1A, ® B, A®(AB; +uBy) =AA®B; + uA® By.

Il suffit de vérifier 1'égalité bloc par bloc entre les deux membres de cette égalité.
En effectuant un produit matriciel par blocs, on constate que le bloc en position (i, j) dans la matrice
(A® B)(A'® B) est :

14

v
! !/ !
Y aixBa ;B'= (Z ik Ay ;
k:l k=1

BB'=(AA); ;BB

qui est aussi le bloc en position (i, j) de la matrice (AA") ® (BB').

Remarquons que si P € .4, (R) et Q € .4, (R) sont deux matrices carrées inversibles, alors d’apres la
question précédente :

(P& Q)(P_l ® Q_l) = (PP e (QQ_I) =Iylr = Iyr,

ce qui montre que P ® Q est inversible, d’'inverse P~! @ Q1.
Sous nos hypotheses, il existe P € 4, (R) et Q € 4, (R) inversibles telles que

Al H1
plap= ,  Q'BQ=
Au Hr

On a donc
(P 'eQ H)(AeB)(PeQ) = (P 'AP)® (Q 'BQ) = Diag (A1ft1,-.., Aduft1, ey Aflryees Aufly).
Ceci montre que A ® B est diagonalisable, et que

(A B)={A;ipj, (i, ) e L, ul x [L,r]} = {Ap, L' A), ue' By}



16.

17.

18.

J» oI, I,
On a, par blocs : ](2) ]é” +|I, 0 I,|. Sousformedéveloppée:
]EE)” I, I, 0
01 110O0T1O0O0
1 01 010010
110001001
1 00011100
JP=[o01 01010 1 0|
0 01 110001
1 00100011
01 001O0T1TO0T1
0 01 0011T10O0

On reconnait bien la matrice d’adjacence du graphe représenté dans I’énoncé.

Ao
Reprenons les notations de la question 12: P71 ,(11)P =A,0uA:= .
/1n—1
On remarque que
PeP) P PeP) =P ' ,P) e P PP+ (P TP P) e (P ,P)
=I,8A+A®I,
=Diag(Ag,..., An-1,A0s-- s An=1,---, A0y -+, An=1)
+D1ag(/10,...,/10,/11,...,/11,...,/1,,_1,...,/1,,_1)

ce qui montre que les valeurs propres de ]1(\2,) sont les coefficients diagonaux dans la matrice diagonale
obtenue, c’est-a-dire les valeurs 1; + 1;, i, j € [0, n —1].

¥, est dérivable sur R, par opérations sur des fonctions dérivables (avec Z, (h) > 0 pour tout h € R,).

De plus, on a W(h’ x)=-)_ x;, donc

o 12y

vath =27
1 n —Hn(hx)
e (Zl Zu()

1 n
:ﬁ (Z ) ((Xn,l!---;Xn,n):(X1,...,xn))

1 n
— (Z ) (théo. transfert)
[E = my(h).

19. Avec la convention proposée par I'énoncé, on a

Z In(i, ])xlx]—Z(xlxl+1+xlxl 1)—22xlxl+1-

1<i,j<n i=1



Ainsi
n n
e () — exp | B Z XiXiz1+h Z X;
i=1 i=1
n
=exp| ) xiXiy + hx;
i=1
n
=[] exp (Bxixis1 + hx;),
i=1

d’ot I'égalité demandée pour Z, (h).
20. Par récurrence sur p.
q
e Pour p=2, (MP); ; = Z M k, My, ; estla définition du produit matriciel.

k=1
 En supposant la propriété vraie a un rang p, on a

(MPh); Z(M )i, e My,
/=1

p-1
= Z Y Mg, (H Mkr,kr+1) Mi,,cMy,j
=1 1=ks,...kp=q r=2
p
= > M; , (H Mkrka—I) Mg, en renommant £ par k.,
1<ks,...kp,kp+1=q r=2

21. Onremarque que A; j = exp ((-1)'h+ (-1 p).

Ona
(An)i,i = Z Aiky Ay ks -+ Ak ko Ay i
(ko k) €f1,2}071
Ainsi
2
(A =) Ak = ) AkkAkk e Ak ke Ak
k=1 (k1,...kn)ef1,2}7

n—1
= ) (H eXp((—l)k’h+(—l)k’+k’+1ﬁ)).exp((—l)k”h+(—l)k"+k1ﬁ)

(ky,.., kn)e{l,2} \ r=1

Puis, en modifiant les indices de la somme a I’aide de la bijection
(kpyeees k) €41,2) = (D9, ..., (= D) € A,

on obtient (avec la convention x,41 = x1) :

n-1
tr(AM = ) ( []exp(x-h+ xrxr+1ﬁ)) exp (xnh+ xpx1 )

(X1, Xn)EAR

= > (H exp(xrh+xrxr+1ﬁ)) =Zy(h).

(X1,.-0rXp)EA, \r=1
22. Notons B = ef et H=e" pour alléger les notations. On a

B 1
chis=X?>-|=+BH|X+B*>- —.
H B2




Le discriminant est

B2 4 1\> 4
A:—+BZH2+ZBZ—4B2+—:B2(H——) +—
H? B2

Ainsi les valeurs propres de A sontles réels A < y, avec :

1
H= > (eﬁeh +ePe 4 \/eZﬁ(eh —e M2y 49—2ﬁ)

=ePch(h) + \/ezﬁsh(h)2 +e 2B

Sil’on veut une expression qui colle avec la question suivante, avec sh® = ch® — 1 on arrive &

p=ePch(n) + \/ezﬁch(h)2 + 2 — 2P

= ePch(h) + \/ e?bch(h)? —2sh(2P).

De méme A = efch(h) — \/ezﬁch(h)2 —2sh(2p).

n

23. Comme A" est semblable a la matrice ( #n)’ ona

(h)—lln(tr(A”))—lln(/ln+ ™) =In( )+lln(l+(&)n) In(p)
Wn(h) =— = p) =In(u) +— 1) ) nTe B

n
car )%‘ < 1, ce qui entraine que In (1 + (%) ) — 0. D’oula conclusion voulue d’aprées I'expression de

n—oo

u ala question précédente.

24. Nous savons que Yh =0, w(h) = In (u(h)), ot u(h) := ePch(h) + \/ezl(%h(h)2 —2sh(2p).

Ainsi pour h >0, m(h) = L9 avec 1/ (h) = ePsh(h) + —2&Lshinchiy

w(h)’ 2v/e2Pch(h)Z—2sh(2p)

Lexpression dans la racine tend vers e~2# # 0 donc par opérations ' (h) P 0.

Par ailleurs u(h) " eP + e7P #£0, donc finalement m.. = hlir51+ m(h) =0.
25. On utilise dans la suite la notation Z pour alléger la notation : Z .

i#j (i, )ElL,nl?, i#]

n
On remarque que s,(x)* =Y x5+ Y x;x;=n+ Y x;xj,donc:

i=1 i#] i#]
fy1 s
Zy(h) = Z exp|— Z —XiXj+ hz Xi
XEAn 2izin i=1
2
Sn(x
S L N
X€A, 2 n
= e P12 ) exp (ﬁ sp(0)%+h sn(x))
XEN, 2n
26. La fonction x — e~ /2 est continue sur R, paire, et e 12 MY (é) par croissance comparée, donc
— 100

elle est intégrable en +oco et en —oo.

+00

. . P _— 2

En conclusion l'intégrale f e *2dx est convergente.
—00



27. SoitueReta>0.

+00 t2 +00 t2 _ t
f_oo exp(ut—g)dt:f_oo exp(u\/ﬁt—g)\/ﬁdt (changement de variable 7 = ﬁ)

+00 2
:f exp (—%(t—u\/ﬁ)z) exp (%)\/ﬁdt

(e 9]

a2 [T 1
:\/EeTf exp (—E(t—u\/a)z) dr
auz _-C:O(” 1
=Vae z f exp (—Exz) dx (changement de variable x = 1 — uv/a)
au2
=V2nae 2,

d’ot I’égalité demandée.

28. En appliquant le résultat précédent avec u = s,(x) et a = -, on obtient :

+0o0 2
f P Sn (0 o= 55 {4 = phsn(0), |2np o (0
—co n

. 1. _B 5 . , N
En multipliant par , /ﬁe z = %, puis en sommant pour x € A,, on obtient d’apres 25. :

n Tt hsax) —
e X o™ 2 At = Z,,(h).
2ePrn xg\’n‘[—oo "

D’ot par linéarité de It'intégrale :

Zo(h) = [ —> f - > et e dr.
Zeﬁnﬁ —0 \xeA,

Z ﬁe(t+h)Xi: Z Z Z e(Hh)xle(Hh)xz...e(Hh)x"

xeN,i=1 x1€{—1,1} x,e{-1,1} xn€{—1,1}

Lz e

x1€{—-1,1 x2€{—1,1 xp€{—1,1}

= (2ch(t + h))(2ch(t + h))...(2ch(t + h)) = 2ch(t + h)".

29. Ona

n
30. Comme [] e+ = *M51™) on 3 en sommant pour x € A, puis en intégrant :

i=1
n +00 ni?
= ne™2p
Zn(h) ‘,26/371,3 f_oo (2ch(t+h))"e det
n +00 _n(x—h)2
= f (2ch(x)"e 26 dx (changt. variable x = t + h)
2ePnp )

+00 _ 12
= IZe;ln,B f_oo exp (n (ln(ZCh(x))— (xzﬁh) ))dx
= 1 f+oo e "1y,
\/ 2ePrf J-oo




31. Le calcul donne (en notant th = 2—{‘1) :
1 1 1
G, (x)=—=(x—-h)—th(x Glx)=—=- )
ntd 5 ) h B ch?(x)

On vérifie aisément que th est impaire, strictement croissante, et th(0) =0 et xlir+n th(x) = +oo.
—T1+00

__h : —
De plus G} (0) = —p=0et xl—1>I-iI-loo G, (x) = +oo.

e Cas > 1.1l existe un unique vy, > 0 tel que ch?(vy,) = B. De plus :

- sur [0, vy, G% est strictement négative, donc G’h est strictement décroissante ;
- sur | vy, +ool, G;; est strictement positive, donc G;l est strictement croissante.

Or G}, (0) < 0 donc G, est strictement négative sur ]0, vj].

Par ailleurs comme lirP G;l (x) = 400, le t.vi. donne I'existence d'un unique réel uy, €]vy, +ool tel
X—+00

que G;q(uh) =0, et G’h est strictement négative sur [vy, uy[ et strictement positive sur | uy, +ool.
Conclusion. Gy, est strictement décroissante sur [0, uy] et strictement croissante sur [uy, +ool.
Donc Gy, atteint son minimum sur Ry en u;, uniquement.

e Cas €]0,1]. Alors G;; est strictement positive sur R, donc G;l strictement croissante sur R, donc
on peut distinguer deux sous-cas :

- si h =0, alors G;l 0)=0et G;l est strictement positive sur ]0, +oo[, donc Gy, est strictement crois-
sante sur R; et admet donc un minimum sur R, qui est atteint uniquement en 0.
- si h >0, alors G’h s’annule sur R; en un unique réel u; > 0, et comme ci-dessus on aboutit a la
conclusion que Gy possede un minimum, atteint uniquement en uy,.
Pour ce qui est des autres propriétés :
(a) adéjaété montré ci-dessus.
(b) idem car uy > vy >0.
(¢) (i) adéja été montré ci-dessus, y compris dans le cas f <1, h =0: dans ce cas u, =0 et
G;l (0)=0.
(i) ona G) (up) = ”hﬁ_h —th(uy) =0, donc Gy(up) = % —th(uy) = % Donc h = BGy(up).
(iii) si h > 0 alors dans les deux cas (f > 1 et f < 1), nous avons vu que GZ est strictement

positive sur un intervalle qui contient uy, (Jvy, +oo[ dans le premier cas, R} dans le second
cas). Donc G} (uy) > 0.

32. Puisque h > 0, ch étant paire, on a pour x <0 :
Vx<0,|x—h|>|—-x—-h|, donc Gp(x)>Gy(—x)=Gyluy).

Ainsi I'unique point uj, ou Gy, atteint un minimum sur R, est aussi I'unique point ot elle atteint son
minimum sur R.

33. Notons dans la suite pj := min(Gyp) = G, (uyp).
On a d’apres 30. :

1 n 1 +oo -nG (5)
Yu(h)=—In +—In e "h¥ds
2n \2ePnB) n oo
1 n 1 too
+—=In f e'”Gh(x+”h)dx) avec s = x+ uy,
2n \2e¢fnp) n \J-w

1 n 1 (e (Y e
=—1In +—Inle npp e n h(x)dx
2n \2efnp) n —oo

1 In(n) 1 I [*° _,.6,(L) t
= -y — — p Zln|— nGnm -
Un 2nln(Ze nﬁ)+ o + nln(\/ﬁf—oo e dt) avec x N

1 1 T LG (L 1 1 |
:—Hh——ln(Zeﬁnﬁ)+—ln(f e nGh(\/ﬁ)dt) car—ln(—) _ _ i
2n n —o0 n \vn 2n

9



34.

35.

36.

37.

fn est déja continue en tout point de R*, par opérations.
Ensuite, G, étant de classe €2 on peut écrire son développement limité a I'ordre 2 en u;, :

Glx+up) = Gplup)+Glup) x+ LEx2 + 0(x?),
x—0 — 2

=0

G(x+ uy) — Gp(uy)
22

_ _ I
_fh(x) x:O 2 +o0(1).

Autrement dit, lirr(l) fn(lx) = 77”, ce qui montre bien que fj, est prolongeable par continuité en 0.
X—
Faisons le point sur f}, (cette fonction ayant été prolongée par continuité). Les informations suivantes

sont suffisantes pour conclure :

@ f(0) =2 >0, dapres 31(c) i)

(ii) fp eststrictement positive sur R car Vx > 0, Gy, (x + uy) > G (uy,), d’apres 31;

~ 1
(iii) CommeIn(2ch(x)) <In(2e®) = o(x?),onaGyx) ~ %, donc lim fj(x)=— >0.
X—+00 X—=+00 X—+00

—+ 2'6

Par le définition de limite, il existe K > 0 tel que f}, est minorée par ﬁ sur R\ [-K, K].

Sur [-K, K], fj, étant strictement positive et continue, elle est minorée par un réel 6 > 0 d’apres le
théoréme des bornes atteintes.
D’otl1la conclusion voulue avec ¢; = min (ﬁ, 6).

Fixons #>0.0Ona . .
© &L ®© _p2p L
f e nGh(ﬁ)dt:f e l‘fh(\/ﬁ)dt

(e.0] —00

_2f (L
On peut appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite de fonctions F,,: t — e CInE) En
effet,

N fes . _Yh
- d’apres 34., et par opérations, on a pour tout t € R : 11111 F,(t) =e 2 . Donc (F,) converge
n—+o0o

. . _Yh ;2
simplement sur R vers la fonction F: t—e 2 *.

- d’apres 35., ona: VieR, VneN*, |F,(0)| < o—Cnt®
Or t— e °'" est intégrable sur R, on le vérifie de la méme manieére qu’en 26.).

n—+oo

+00 ~ +00
. . -nGp(L _Yh 2
Conclusion. Ona lim (f e h(\/ﬁ)dt):f e 2 Udr.
oo _

. +00 _Th 2 1 +00 _ﬁ 27T
Or le changement de variable s = ,/y} ¢ donne f ez " dt=— f e zds=4/—.
—00 VYhJ-oc0 Yh

Enfin, en faisant tendre n — co dans 33, on obtient par opérations sur les limites :
w(h) = lim v,(h) =-Gu(up).
n—-+oo

Nous savons d’apres 31. que G(’)(uo) =0, que lirP G(’)(x) = 400, et que G(')’ est strictement positive sur
X—+00

lug, +oo[, donc G(’) est strictement croissante sur [ug, +oo[. Ainsi d’apres le théoreme de la bijection
monotone, G réalise une bijection de [ug, +oo[ vers R..

Notons R : R, — [u, +ool la réciproque de cette bijection. Nous savons d’apres ce méme théoreme

que R est continue sur R, et de plus comme G(’) est dérivable et que Gg ne s’annule pas sur ] 1, +ool
nous savons aussi que R est dérivable sur R} .

10



38.

39.

40.

41.

D’apres 31(c)(ii), on a Gy(uy) = ﬁ, il suffit donc de vérifier que uy, € [uop, +oo|, pour en déduire que

up =R (%) et que, par composition de fonctions continues/dérivables, la fonction h — u;, est con-
tinue sur R, et dérivable sur R} .

Vérifions donc que uy = up :

- si B <1, c'est une évidence car uy =0 et uy, = 0;

- siﬁ>1,onaG}l(u0):G6(u0)_%:_%So.
Avec I’étude faite en 31, ceci entraine que ug € [0, uy].

D’apres 36.,on a:
Vh>0, w(h) = —% +1In(2 ch(u(h))).
Ainsi y est dérivable sur R’ par opérations sur des fonctions dérivables. Eton a:
(u'(h) - 1) (u(h) - h)

Vh>0, mh)=vy'(h) = - 5 +u' (h)th(u(h)).

Mais par ailleurs G;l(u(h)) = % —th(u(h)) =0 donc th(u(h)) = W
Ceci entraine une simplification dans I'expression de m(h) ci-dessus :

m(h) = % U +1+u )| = u(h%

uth)—h u(0)
Pour tout > 0, comme u est continue sur R, ona: m+ = hl n = .

D’ot1 la conclusion voulue car d’apres 31., u(0) >0si f>1et u(0)=0si f<1.

Notons A(f) 'expression dans l'intégrale. Soit K un majorant de | f| sur R. On a pour tout ¢ € R,
Ui o112 L e—t /2
|A(t)|<[E(‘f( +n M)) <E(K)
V2m Ner \/_

1212 . . , .
ort— K T est intégrable sur R, donc la fonction A l’est aussi.

Remarque. En toute rigueur il fallait aussi justifier que A était aussi continue (par morceaux), ce
qui découle rapidement de la continuité de f et du fait que M, soit une v.a. finie : ainsi I'expression

—12/2
e
14 U)

A= ) PWM,= v)f( N

vEM, ()

montre que A est continue, comme somme de fonctions continues.

—12/2

dr.

On remarque que E (f (n'/*M,,)) = f+oo[E(f(n”4Mn)) e\/z_
—00 T

Ainsi par inégalité triangulaire dans [ et par linéarité de 'espérance,

|En,r —E(f (n"*M,))| = f_:o ([E (f(nTt/4 + n1/4Mn)) -~ [E(f(n1/4Mn))) e\_/;z_: dt
<) 25
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42.

43.

Ensuite par inégalité triangulaire dans |’espérance,

2
et/Z

dt
Van

|E"’f_[E(f(”l/4M”))|Sf_;oo[E’f(nTtM"‘ann)—f(nMMn)

2
<f+00 K|t|e—t /2
B —00 l’ll/4\/27'[

Il reste a remarquer que la fonction dans l'intégrale est paire, et que
+00 2 +00 2 2
[ Itle ”Zdt:f ‘o t/2dt:[_e 212
0 0

pour conclure que I'intégrale (x) est égale a

de (%)

2K
nl/4m'
Le majorant obtenu nous donne par comparaison : _lim (En,r —E(f (n'"*My))) = 0.
—+00

Enfin, en écrivant E(f (n'/*My,)) = Ep, r — (En,r —E(f (n''*M,))), on obtient par somme de limites :

+00
lim E(f (M) = [ fapestidu

n—+oo

Une représentation graphique de fj nous aide a y voir plus clair :

0.8 4

0.6 1

0.4 4

0.2 4

0.0 4

u
on vérifie que fi(u) =1- f 6(1)dt, ot 6 est une fonction continue par morceaux (plus précisément
0

en escalier) définie par :

k, siue[x,x+1],
S(u) =kl u) = k
w e 1 (4 {0, sinon.

On remarque que . est positive et bornée par k. Prenons u, v € R (on peut supposer ¢ < v sans perte
de généralité). On a:

v v
| fx(w) = frr(v)] :f 6(t)dtsf k.dt=k(v—-u),
u u
ce qui montre que f est k-lipschitzienne.
k étant fixé, on al'’encadrement g < fi < h, ou
8 =1cox),  hW=1_ 1,0
Par conséquent par croissance de I’espérance :

P (n1/4Mn <x)= ﬂ':(g(nl/4Mn))
S[E(fk(n1/4Mn))

12



fx étant k-lipschitzienne, la question 41. donne donc I'existence d'un rang ny a partir duquel

+00
P(n'*M,<x)< g +f fr(W) Qoo (w)du

£ +00o
< 5 +f h(w)@oo(w)du

(ee)

£ Xt
= §+f Poo(u)du.

(e, 9]

==

X

44. Fixons € > 0. Comme x — f (Poo(u)du est continue (primitive d'une fonction continue), et que

—0o0

o 0, on peut commencer par choisir kjy assez grand pour que
—00

x+% € x
f Poo(u)du < §+f Poo(u)du.

En appliquant le résultat de la question 43. a cet entier kp, on peut prendre ng tel que pour tout
n=ny,

€ x+% X
P(n1/4Mn5x)s—+f <poo(u)du58+f Poo(u)duL.
2 —00 —00
On montre de la méme maniere, en utilisant la fonction

. 1
i 1, Slusx—r,
friueR— 1—k(u—x+%), six—%<usx,
0, siu>x,
que 'on encadre entre les fonctions ]1]_ o x—

1 et 1)_~,x, qu’il existe n; tel que pour tout n = n;,

X
P(n''*M, < x) = —£+f Poo(w)du.

On a donc bien le résultat voulu puisque pour n = max(ng, n;) on a alors

X
P(n1’4Mnsx)—f Poo(t)du
—00

<E.
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