
Corrigé. Centrale MP 2025 Maths II F. Ezanno

1. Jn est symétrique réelle donc d’après le théorème spectral elle est (ortho)diagonalisable.

2. Notons 〈·, ·〉 le produit scalaire canonique sur Rn et ∥·∥ la norme associée.
On considère une base orthonormée de vecteurs propres B = (v1, . . . , vn). Pour tout i ∈ �1,n� il existe
λi tel que Jn vi =λi vi . On peut supposer les λi ordonnés : λ1 =λmin ≤λ2 ≤ ·· · ≤λn =λmax.

Soit x ∈Λn . On a ∥x∥2 =
n∑

i=1
1 = n. Soit α1, . . . ,αn les coordonnées de x dans B, de sorte que

x =
n∑

i=1
αi vi . Comme B est orthonormée on a aussi ∥x∥2 =

n∑
i=1

α2
i . Ainsi

∑
1≤i , j≤n

Jn(i , j )xi x j = 〈Jn x, x〉

= 〈
n∑

i=1
αiλi vi ,

n∑
i=1

αi vi 〉

=
n∑

i=1
λiα

2
i (car B est orthonormée)

≤λmax

n∑
i=1

α2
i = nλmax.

L’autre inégalité s’obtient de la même façon.

3. −β< 0 donc le résultat de 2. donne l’encadrement :

−1

2
nβλmax ≤−β

2

∑
1≤i , j≤n

Jn(i , j )xi x j ≤−1

2
nβλmin.

De plus −1 ≤ xi ≤ 1 donne en sommant : −n ≤
n∑

i=1
xi ≤ n, et h ≥ 0, donc

−nh ≤−h
n∑

i=1
xi ≤ nh.

En sommant les deux encadrements ci-dessus, on obtient

n

(
−h −βλmax

2

)
≤ Hn(h, x) ≤ n

(
h −βλmin

2

)
.

4. Si Jn est orthogonale alors ( Jn) ⊂ {−1,1}. En effet pour λ ∈( Jn) et v un vecteur propre associé on a
∥v∥ = ∥Jn v∥ = ∥λv∥ = |λ|.∥v∥, donc |λ| = 1 car ∥v∥ > 0.
On a donc −1 ≤λmin ≤λmax ≤ 1, et donc :

n

(
−h − β

2

)
≤ Hn(h, x) ≤ n

(
h + β

2

)
.

Remarque. En fait, avec l’hypothèse Jn ̸= ±In , on a plus précisément λmin = −1 et λmax = 1. Mais
cette information n’améliore pas l’encadrement, donc je ne saisis pas l’intérêt de cette hypothèse dans
l’énoncé.

5. • On a J (C )
n =

 0 (1/n)
. . .

(1/n) 0

, donc Un =

1 . . . 1
...

...
1 . . . 1

. On remarque que U 2
n = nUn , et (In ,Un)

est libre donc le polynôme minimal de Un est X 2 −nX . Celui-ci possède deux racines 0 et n, donc
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(Un) = {0,n}.
• Pour α ∈R et x ∈Rn on a l’équivalence :

Un x =αx ⇔ J (C )
n x = α−1

n
x.

On déduit de cette remarque que Un et J (C )
n ont mêmes vecteurs propres, et que

( J (C )
n =

{
α−1

n
, α ∈( Un)

}
=

{
− 1

n
,

n −1

n

}
.

6. On note Sp (x) =∑p
k=1 cos(2kx) dans tout ce corrigé.

Par parité de cos, et avec cos(0) = 1, on a 2Sp (x)+1 =
p∑

k=−p
cos(2kx). Or

p∑
k=−p

cos(2kx) =ℜ
(

p∑
k=−p

(e i 2x)k

)

=ℜ
(

e i (2p+2)x −e−i 2px

e i 2x −1

)
=ℜ

(
e i (2p+1)x −e−i (2p+1)x

e i x −e−i x

)
=ℜ

(
2i sin((2p +1)x)

2i sin(x)

)
= sin((2p +1)x)

sin(x)
,

d’où le résultat voulu.

7. Notons C j la j -ème colonne de J (S)
n . Il s’agit de vérifier que (C1, . . . ,Cn) est orthonormée.

On obtient, par exemple après application des formules d’Euler, la relation :

sin(θ)sin(θ′) = 1

2

(
cos(θ−θ′)−cos(θ+θ′)) .

• Pour j1 ̸= j2 on a

〈C j1 ,C j2〉 =
4

2n +1

n∑
i=1

sin

(
2π

2n +1
j1i

)
sin

(
2π

2n +1
j2i

)
= 2

2n +1

n∑
i=1

[
cos

(
2π

2n +1
( j1 − j2)i

)
−cos

(
2π

2n +1
( j1 + j2)i

)]
= 1

2n +1

[
sin(π( j1 − j2))

sin(π( j1 − j2)/(2n +1))
−1− sin(π( j1 + j2))

sin(π( j1 + j2)/(2n +1))
+1

]
= 0 car sin s’annule sur πZ.

Remarque. Nous avons pu appliquer le résultat de 6 avec x = π
2n+1 ( j1 − j2) puis x = π

2n+1 ( j1 + j2) car
ils n’appartiennent pas à πZ : en effet ces deux réels sont dans l’intervalle ]−π,π[ car j1+ j2 et j1− j2

appartiennent à �−2n,2n�.
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• Pour j ∈ �1,n�,

〈C j ,C j 〉 = 4

2n +1

n∑
i=1

sin2
(

2π

2n +1
j i

)
= 2

2n +1

n∑
i=1

[
1−cos

(
4π

2n +1
j i

)]
= 2

2n +1

[
n − 1

2

(
sin(2π j )

sin 2π j
2n+1

−1

)]

= 2

2n +1

(
n + 1

2

)
car sin(2π j ) = 0.

= 1.

8. On a Cn,1 =


0 1

1
. . .
. . . . . .

1 0

 et Cn,n−1 =


0 1

. . . . . .
. . . 1

1 0

, donc Jn =


0 1 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 1 0

.

On reconnaît bien la matrice d’adjacence du graphe représenté dans l’énoncé.

9. def mat_adj(graphe):

L=[[0]*n for k in range(n)]

for i in graphe:

for j in graphe[i]:

L[i][j] = 1

return L

10. Plutôt que de poser le produit matriciel (laborieux), raisonnons avec l’endomorphisme φ associé à
Cn,1, et la base canonique (e1, . . . ,en) de Rn . On a

φ(e1) = e2, φ(e2) = e3, . . . , φ(en−1) = en , φ(en) = e1.

Ainsi par applications successives de φ, on a :

φk (e1) = ek+1, φk (e2) = e3, . . . , φk (en−k ) = en , φk (en−k+1) = e1, . . . , φk (en) = ek .

Ainsi C k
n,1, la matrice canoniquement associée à φk , est bien la matrice Cn,k .

11. Remarque. Vu la question suivante, le «spectre» désigne ici le spectre complexe de Cn,1. Je pense qu’il
aurait été préférable que ce soit précisé explicitement.

On a C n
n,1 =Cn,n = In , autrement dit Cn,1 est annulée par le polynôme

P = X n −1 =
n∏

k=1
(X −αk )

où αk := e i k 2π
n . Ainsi (Cn,1) ⊂ {α0,α1, . . . ,αn−1}.

Remarque. Autrement dit (Cn,1) ⊂Un , le groupe des racines n-èmes de l’unité.
L’inclusion réciproque est vraie aussi. En effet pour k ∈ �0,n −1�,

le vecteur Vk =


αn−1

k
αn−2

k
...
1

 vérifie : Cn,1Vk =


1

αn−1
k
...
αk

=αkVk , et donc αk ∈( Cn,1).
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On a donc finalement (Cn,1) =Un .

12. On remarque que J (1)
n =Cn,1 +C−1

n,1, et que par ailleurs λk =αk +αk =αk +α−1
k . Comme Cn,1 admet n

valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable. Soit donc P ∈GLn(C) telle que

P−1Cn,1P =

α0
. . .

αn−1

 .

On a alors

P−1(Cn,1)−1P = (
P−1Cn,1P

)−1 =

α
−1
0

. . .
α−1

n−1

 .

Ainsi par somme,

P−1 J (1)
n P =

α0 +α−1
0

. . .
αn−1 +α−1

n−1

=

λ0
. . .

λn−1

 .

Ceci montre que les valeurs propres de J (1)
n sont les réels λk , k ∈ �0,n −1�.

13. On vérifie sans peine (non détaillé ici), en se basant sur la définition du produit de Kronecker, que
pour des matrices A, A1, A2 ∈Mu,v (R) et B ,B1,B2 ∈Mr,s(R), on a(

λA1 +µA2
)⊗B =λA1 ⊗B +µA2 ⊗B , A⊗ (

λB1 +µB2
)=λA⊗B1 +µA⊗B2.

14. Il suffit de vérifier l’égalité bloc par bloc entre les deux membres de cette égalité.
En effectuant un produit matriciel par blocs, on constate que le bloc en position (i , j ) dans la matrice
(A⊗B)(A′⊗B ′) est :

v∑
k=1

ai ,k B a′
k, j B ′ =

(
v∑

k=1
ai ,k a′

k, j

)
BB ′ = (A A′)i , j BB ′,

qui est aussi le bloc en position (i , j ) de la matrice (A A′)⊗ (BB ′).

15. Remarquons que si P ∈ Mu(R) et Q ∈ Mr (R) sont deux matrices carrées inversibles, alors d’après la
question précédente :

(P ⊗Q)(P−1 ⊗Q−1) = (PP−1)⊗ (QQ−1) = Iu Ir = Iur ,

ce qui montre que P ⊗Q est inversible, d’inverse P−1 ⊗Q−1.
Sous nos hypothèses, il existe P ∈Mu(R) et Q ∈Mr (R) inversibles telles que

P−1 AP =

λ1
. . .

λu

 , Q−1BQ =

µ1
. . .

µr

 .

On a donc

(P−1 ⊗Q−1)(A⊗B)(P ⊗Q) = (P−1 AP )⊗ (Q−1BQ) = Diag
(
λ1µ1, . . . ,λuµ1, . . . , λ1µr , . . . ,λuµr

)
.

Ceci montre que A⊗B est diagonalisable, et que

( A⊗B) = {
λiµ j , (i , j ) ∈ �1,u�×�1,r �}= {λµ, λ ∈( A), µ ∈( B)}.
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16. On a, par blocs : J (2)
9 =

J (1)
3

J (1)
3

J (1)
3

+
O In In

In 0 In

In In 0

. Sous forme développée :

J (2)
9 =



0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1 1 0


.

On reconnaît bien la matrice d’adjacence du graphe représenté dans l’énoncé.

17. Reprenons les notations de la question 12 : P−1 J (1)
n P =∆, où ∆ :=

λ0
. . .

λn−1

.

On remarque que

(P ⊗P )−1 J (2)
N (P ⊗P ) = (P−1InP )⊗ (P−1 J (1)

n P )+ (P−1 J (1)
n P )⊗ (P−1InP )

= In ⊗∆+∆⊗ In

= Diag(λ0, . . . ,λn−1,λ0, . . . ,λn−1, . . . ,λ0, . . . ,λn−1)

+Diag(λ0, . . . ,λ0,λ1, . . . ,λ1, . . . ,λn−1, . . . ,λn−1)

ce qui montre que les valeurs propres de J (2)
N sont les coefficients diagonaux dans la matrice diagonale

obtenue, c’est-à-dire les valeurs λi +λ j , i , j ∈ �0,n −1�.

18. ψn est dérivable sur R+ par opérations sur des fonctions dérivables (avec Zn(h) > 0 pour tout h ∈R+).

De plus, on a
∂Hn

∂h
(h, x) =−

n∑
i=1

xi , donc

ψ′
n(h) = 1

n

Z ′
n(h)

Zn(h)

= 1

n

∑
x∈Λn

(
n∑

i=1
xi

)
e−Hn (h,x)

Zn(h)

= 1

n

∑
x∈Λn

(
n∑

i=1
xi

)
P

(
(Xn,1, . . . , Xn,n) = (x1, . . . , xn)

)
= 1

n
E

(
n∑

i=1
Xn,i

)
(théo. transfert)

= E(
Mn,h

)= mn(h).

19. Avec la convention proposée par l’énoncé, on a

∑
1≤i , j≤n

Jn(i , j )xi x j =
n∑

i=1
(xi xi+1 +xi xi−1) = 2

n∑
i=1

xi xi+1.
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Ainsi

e−Hn (h,x) = exp

(
β

n∑
i=1

xi xi+1 +h
n∑

i=1
xi

)

= exp

(
n∑

i=1
βxi xi+1 +hxi

)

=
n∏

i=1
exp

(
βxi xi+1 +hxi

)
,

d’où l’égalité demandée pour Zn(h).

20. Par récurrence sur p.

• Pour p = 2, (M p )i , j =
q∑

k=1
Mi ,k2 Mk2, j est la définition du produit matriciel.

• En supposant la propriété vraie à un rang p, on a

(M p+1)i , j =
q∑
ℓ=1

(M p )i ,ℓMℓ, j

=
q∑
ℓ=1

∑
1≤k2,...,kp≤q

Mi ,k2

(
p−1∏
r=2

Mkr ,kr+1

)
Mkp ,ℓMℓ, j

= ∑
1≤k2,...,kp ,kp+1≤q

Mi ,k2

( p∏
r=2

Mkr ,kr+1

)
Mkp+1, j en renommant ℓ par kp+1

21. On remarque que Ai , j = exp
(
(−1)i h + (−1)i+ jβ

)
.

On a
(An)i ,i =

∑
(k2,...,kn )∈{1,2}n−1

Ai ,k2 Ak2,k3 . . . Akn−1,kn Akn ,i .

Ainsi

tr(An) =
2∑

k1=1
(An)k1,k1 =

∑
(k1,...,kn )∈{1,2}n

Ak1,k2 Ak2,k3 . . . Akn−1,kn Akn ,k1

= ∑
(k1,...,kn )∈{1,2}n

(
n−1∏
r=1

exp
(
(−1)kr h + (−1)kr +kr+1β

))
.exp

(
(−1)kn h + (−1)kn+k1β

)

Puis, en modifiant les indices de la somme à l’aide de la bijection

(k1, . . . ,kn) ∈ {1,2}n 7→ ((−1)k1 , . . . , (−1)kn ) ∈Λn ,

on obtient (avec la convention xn+1 = x1) :

tr(An) = ∑
(x1,...,xn )∈Λn

(
n−1∏
r=1

exp
(
xr h +xr xr+1β

))
exp

(
xnh +xn x1β

)
= ∑

(x1,...,xn )∈Λn

( n∏
r=1

exp
(
xr h +xr xr+1β

))= Zn(h).

22. Notons B = eβ et H = eh pour alléger les notations. On a

chi A = X 2 −
(

B

H
+B H

)
X +B 2 − 1

B 2
.
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Le discriminant est

∆= B 2

H 2
+B 2H 2 +2B 2 −4B 2 + 4

B 2
= B 2

(
H − 1

H

)2

+ 4

B 2

Ainsi les valeurs propres de A sont les réels λ<µ, avec :

µ= 1

2

(
eβeh +eβe−h +

√
e2β(eh −e−h)2 +4e−2β

)
= eβch(h)+

√
e2βsh(h)2 +e−2β

Si l’on veut une expression qui colle avec la question suivante, avec sh2 = ch2 −1 on arrive à

µ= eβch(h)+
√

e2βch(h)2 +e−2β−e2β

= eβch(h)+
√

e2βch(h)2 −2sh(2β).

De même λ= eβch(h)−
√

e2βch(h)2 −2sh(2β).

23. Comme An est semblable à la matrice

(
λn

µn

)
, on a

ψn(h) = 1

n
ln(tr(An)) = 1

n
ln(λn +µn) = ln(µ)+ 1

n
ln

(
1+

(
λ

µ

)n)
→

n→∞ ln(µ),

car
∣∣∣λµ ∣∣∣< 1, ce qui entraîne que ln

(
1+

(
λ
µ

)n)
→

n→∞ 0. D’où la conclusion voulue d’après l’expression de

µ à la question précédente.

24. Nous savons que ∀h ≥ 0, ψ(h) = ln
(
µ(h)

)
, où µ(h) := eβch(h)+

√
e2βch(h)2 −2sh(2β).

Ainsi pour h > 0, m(h) = µ′(h)
µ(h) , avec µ′(h) = eβsh(h)+ 2e2βsh(h)ch(h)

2
p

e2βch(h)2−2sh(2β)
.

L’expression dans la racine tend vers e−2β ̸= 0 donc par opérations µ′(h) −−−−→
h→0+

0.

Par ailleurs µ(h) −−−−→
h→0+

eβ+e−β ̸= 0, donc finalement m+ = lim
h→0+

m(h) = 0.

25. On utilise dans la suite la notation
∑
i ̸= j

pour alléger la notation :
∑

(i , j )∈�1,n�2, i ̸= j

.

On remarque que sn(x)2 =
n∑

i=1
x2

i +
∑
i ̸= j

xi x j = n + ∑
i ̸= j

xi x j , donc :

Zn(h) = ∑
x∈Λn

exp

(
β

2

∑
i ̸= j

1

n
xi x j +h

n∑
i=1

xi

)

= ∑
x∈Λn

exp

(
β

2

(
sn(x)2

n
−1

)
+h sn(x)

)
= e−β/2

∑
x∈Λn

exp

(
β

2n
sn(x)2 +h sn(x)

)

26. La fonction x 7→ e−x2/2 est continue sur R, paire, et e−x2/2 =
x→+∞ o

(
1

x2

)
par croissance comparée, donc

elle est intégrable en +∞ et en −∞.

En conclusion l’intégrale
∫ +∞

−∞
e−x2/2dx est convergente.
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27. Soit u ∈R et a > 0.∫ +∞

−∞
exp

(
ut − t 2

2a

)
dt =

∫ +∞

−∞
exp

(
u
p

at − t 2

2

)p
a dt (changement de variable t̃ = tp

a
)

=
∫ +∞

−∞
exp

(
−1

2
(t −u

p
a)2

)
exp

(
au2

2

)p
a dt

=p
ae

au2

2

∫ +∞

−∞
exp

(
−1

2
(t −u

p
a)2

)
dt

=p
ae

au2

2

∫ +∞

−∞
exp

(
−1

2
x2

)
dx (changement de variable x = t −u

p
a)

=p
2πae

au2

2 ,

d’où l’égalité demandée.

28. En appliquant le résultat précédent avec u = sn(x) et a = β
n , on obtient :

∫ +∞

−∞
e(t+h)sn (x)e− nt2

2β dt = ehsn (x)

√
2πβ

n
e

β
2n sn (x)2

.

En multipliant par
√

n
2πβe−β

2 =
√

n
2eβπβ

, puis en sommant pour x ∈Λn , on obtient d’après 25. :

√
n

2eβπβ

∑
x∈Λn

∫ +∞

−∞
e(t+h)sn (x)e− nt2

2β dt = Zn(h).

D’où par linéarité de lt’intégrale :

Zn(h) =
√

n

2eβπβ

∫ +∞

−∞

( ∑
x∈Λn

e(t+h)sn (x)

)
e− nt2

2β dt .

29. On a ∑
x∈Λn

n∏
i=1

e(t+h)xi = ∑
x1∈{−1,1}

∑
x2∈{−1,1}

· · · ∑
xn∈{−1,1}

e(t+h)x1 e(t+h)x2 . . .e(t+h)xn

=
( ∑

x1∈{−1,1}
e(t+h)x1

)( ∑
x2∈{−1,1}

e(t+h)x2

)
. . .

( ∑
xn∈{−1,1}

e(t+h)xn

)
= (2ch(t +h))(2ch(t +h)) . . . (2ch(t +h)) = (2ch(t +h))n .

30. Comme
n∏

i=1
e(t+h)xi = e(t+h)sn (x), on a en sommant pour x ∈Λn puis en intégrant :

Zn(h) =
√

n

2eβπβ

∫ +∞

−∞
(2ch(t +h))n e− nt2

2β dt

=
√

n

2eβπβ

∫ +∞

−∞
(2ch(x))n e− n(x−h)2

2β dx (changt. variable x = t +h)

=
√

n

2eβπβ

∫ +∞

−∞
exp

(
n

(
ln(2ch(x))− (x −h)2

2β

))
dx

=
√

n

2eβπβ

∫ +∞

−∞
e−nGh (x)dx.
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31. Le calcul donne (en notant th = sh
ch ) :

G ′
h(x) = 1

β
(x −h)− th(x) G ′′

h(x) = 1

β
− 1

ch2(x)
.

On vérifie aisément que th est impaire, strictement croissante, et th(0) = 0 et lim
x→+∞ th(x) =+∞.

De plus G ′
h(0) =−h

β
≤ 0 et lim

x→+∞ G ′
h(x) =+∞.

• Cas β> 1. Il existe un unique vh > 0 tel que ch2(vh) =β. De plus :

- sur [0, vh[, G ′′
h est strictement négative, donc G ′

h est strictement décroissante ;

- sur ]vh ,+∞[, G ′′
h est strictement positive, donc G ′

h est strictement croissante.

Or G ′
h(0) ≤ 0 donc G ′

h est strictement négative sur ]0, vh].
Par ailleurs comme lim

x→+∞ G ′
h(x) =+∞, le t.v.i. donne l’existence d’un unique réel uh ∈]vh ,+∞[ tel

que G ′
h(uh) = 0, et G ′

h est strictement négative sur [vh ,uh[ et strictement positive sur ]uh ,+∞[.
Conclusion. Gh est strictement décroissante sur [0,uh] et strictement croissante sur [uh ,+∞[.
Donc Gh atteint son minimum sur R+ en uh uniquement.

• Cas β ∈]0,1]. Alors G ′′
h est strictement positive sur R∗+, donc G ′

h strictement croissante sur R+, donc
on peut distinguer deux sous-cas :

- si h = 0, alors G ′
h(0) = 0 et G ′

h est strictement positive sur ]0,+∞[, donc Gh est strictement crois-
sante sur R+ et admet donc un minimum sur R+, qui est atteint uniquement en 0.

- si h > 0, alors G ′
h s’annule sur R+ en un unique réel uh > 0, et comme ci-dessus on aboutit à la

conclusion que Gh possède un minimum, atteint uniquement en uh .

Pour ce qui est des autres propriétés :

(a) a déjà été montré ci-dessus.

(b) idem car uh > vh > 0.

(c) (i) a déjà été montré ci-dessus, y compris dans le cas β ≤ 1, h = 0 : dans ce cas uh = 0 et
G ′

h(0) = 0.

(ii) on a G ′
h(uh) = uh−h

β
− th(uh) = 0, donc G ′

0(uh) = uh
β
− th(uh) = h

β
. Donc h =βG ′

0(uh).

(iii) si h > 0 alors dans les deux cas (β > 1 et β ≤ 1), nous avons vu que G ′′
h est strictement

positive sur un intervalle qui contient uh (]vh ,+∞[ dans le premier cas, R∗+ dans le second
cas). Donc G ′′

h(uh) > 0.

32. Puisque h > 0, ch étant paire, on a pour x < 0 :

∀x < 0, |x −h| > |−x −h|, donc Gh(x) >Gh(−x) ≥Gh(uh).

Ainsi l’unique point uh où Gh atteint un minimum sur R+ est aussi l’unique point où elle atteint son
minimum sur R.

33. Notons dans la suite µh := min(Gh) =Gh(uh).
On a d’après 30. :

ψn(h) = 1

2n
ln

(
n

2eβπβ

)
+ 1

n
ln

(∫ +∞

−∞
e−nGh (s)ds

)
= 1

2n
ln

(
n

2eβπβ

)
+ 1

n
ln

(∫ +∞

−∞
e−nGh (x+uh )dx

)
avec s = x +uh

= 1

2n
ln

(
n

2eβπβ

)
+ 1

n
ln

(
e−nµh

∫ +∞

−∞
e−nĜh (x)dx

)
=−µh − 1

2n
ln

(
2eβπβ

)
+ ln(n)

2n
+ 1

n
ln

(
1p
n

∫ +∞

−∞
e
−nĜh ( tp

n
)
dt

)
avec x = tp

n

=−µh − 1

2n
ln

(
2eβπβ

)
+ 1

n
ln

(∫ +∞

−∞
e
−nĜh ( tp

n
)
dt

)
car

1

n
ln

(
1p
n

)
=− ln(n)

2n
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34. fh est déjà continue en tout point de R∗, par opérations.
Ensuite, Gh étant de classe C 2 on peut écrire son développement limité à l’ordre 2 en uh :

G(x +uh) =
x→0

Gh(uh)+G ′
h(uh)︸ ︷︷ ︸
=0

x + γh

2
x2 +o(x2),

d’où
G(x +uh)−Gh(uh)

x2
= fh(x) =

x→0

γh

2
+o(1).

Autrement dit, lim
x→0

fh(x) = γh
2 , ce qui montre bien que fh est prolongeable par continuité en 0.

35. Faisons le point sur fh (cette fonction ayant été prolongée par continuité). Les informations suivantes
sont suffisantes pour conclure :

(i) fh(0) = γh
2 > 0, d’après 31(c)(iii);

(ii) fh est strictement positive sur R car ∀x > 0, Gh(x +uh) >Gh(uh), d’après 31;

(iii) Comme ln(2ch(x)) ≤ ln(2ex) =
x→±∞ o(x2), on a Ĝh(x) ∼

x→±∞
x2

2β , donc lim
x→±∞ fh(x) = 1

2β
> 0.

Par le définition de limite, il existe K > 0 tel que fh est minorée par 1
4β sur R\ [−K ,K ].

Sur [−K ,K ], fh étant strictement positive et continue, elle est minorée par un réel δ > 0 d’après le
théorème des bornes atteintes.
D’où la conclusion voulue avec ch = min

(
1

4β , δ
)
.

36. Fixons h > 0. On a ∫ +∞

−∞
e
−nĜh ( tp

n
)
dt =

∫ +∞

−∞
e
−t 2 fh ( tp

n
)
dt

On peut appliquer le théorème de convergence dominée à la suite de fonctions Fn : t 7→ e
−t 2 fh ( tp

n
)
. En

effet,

- d’après 34., et par opérations, on a pour tout t ∈ R : lim
n→+∞ Fn(t ) = e− γh

2 t 2
. Donc (Fn) converge

simplement sur R vers la fonction F : t 7→ e− γh
2 t 2

.

- d’après 35., on a : ∀t ∈R, ∀n ∈N∗, |Fn(t )| ≤ e−ch t 2
.

Or t 7→ e−ch t 2
est intégrable sur R, on le vérifie de la même manière qu’en 26.).

Conclusion. On a lim
n→+∞

(∫ +∞

−∞
e
−nĜh ( tp

n
)
dt

)
=

∫ +∞

−∞
e− γh

2 t 2
dt .

Or le changement de variable s =p
γh t donne

∫ +∞

−∞
e− γh

2 t 2
dt = 1p

γh

∫ +∞

−∞
e− s2

2 ds =
√

2π

γh
.

Enfin, en faisant tendre n →∞ dans 33, on obtient par opérations sur les limites :

ψ(h) = lim
n→+∞ψn(h) =−Gh(uh).

37. Nous savons d’après 31. que G ′
0(u0) = 0, que lim

x→+∞ G ′
0(x) =+∞, et que G ′′

0 est strictement positive sur

]u0,+∞[, donc G ′
0 est strictement croissante sur [u0,+∞[. Ainsi d’après le théorème de la bijection

monotone, G ′
0 réalise une bijection de [u0,+∞[ vers R+.

Notons R : R+ 7→ [u0,+∞[ la réciproque de cette bijection. Nous savons d’après ce même théorème
que R est continue sur R+, et de plus comme G ′

0 est dérivable et que G ′′
0 ne s’annule pas sur ]u0,+∞[

nous savons aussi que R est dérivable sur R∗+.
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D’après 31(c)(ii), on a G ′
0(uh) = h

β
, il suffit donc de vérifier que uh ∈ [u0,+∞[, pour en déduire que

uh = R
(

h
β

)
et que, par composition de fonctions continues/dérivables, la fonction h 7→ uh est con-

tinue sur R+ et dérivable sur R∗+.

Vérifions donc que uh ≥ u0 :

- si β≤ 1, c’est une évidence car u0 = 0 et uh ≥ 0;

- si β> 1, on a G ′
h(u0) =G ′

0(u0)− h
β =−h

β ≤ 0.
Avec l’étude faite en 31, ceci entraîne que u0 ∈ [0,uh].

38. D’après 36., on a :

∀h > 0, ψ(h) =− (u(h)−h)2

2β
+ ln(2 ch(u(h))).

Ainsi ψ est dérivable sur R∗+ par opérations sur des fonctions dérivables. Et on a :

∀h > 0, m(h) =ψ′(h) =− (u′(h)−1)(u(h)−h)

β
+u′(h)th(u(h)).

Mais par ailleurs G ′
h(u(h)) = u(h)−h

β − th(u(h)) = 0 donc th(u(h)) = u(h)−h
β .

Ceci entraîne une simplification dans l’expression de m(h) ci-dessus :

m(h) = u(h)−h

β

[
−u′(h)+1+u′(h)

]
= u(h)−h

β
.

39. Pour tout β> 0, comme u est continue sur R+ on a : m+= lim
h→0+

u(h)−h

β
= u(0)

β
.

D’où la conclusion voulue car d’après 31., u(0) > 0 si β> 1 et u(0) = 0 si β≤ 1.

40. Notons A(t ) l’expression dans l’intégrale. Soit K un majorant de | f | sur R. On a pour tout t ∈R,

|A(t )| ≤ E
(∣∣∣∣ f

(
t

n1/4
+n1/4Mn

)∣∣∣∣) e−t 2/2

p
2π

≤ E(K )
e−t 2/2

p
2π

= K
e−t 2/2

p
2π

,

or t 7→ K e−t2/2p
2π

est intégrable sur R, donc la fonction A l’est aussi.

Remarque. En toute rigueur il fallait aussi justifier que A était aussi continue (par morceaux), ce
qui découle rapidement de la continuité de f et du fait que Mn soit une v.a. finie : ainsi l’expression

A(t ) = ∑
v∈Mn (Ω)

P(Mn = v) f

(
t

n1/4
+n1/4v

)
e−t 2/2

p
2π

montre que A est continue, comme somme de fonctions continues.

41. On remarque que E
(

f
(
n1/4Mn

))= ∫ +∞

−∞
E
(

f
(
n1/4Mn

)) e−t 2/2

p
2π

dt .

Ainsi par inégalité triangulaire dans
∫

et par linéarité de l’espérance,

∣∣En, f −E
(

f
(
n1/4Mn

))∣∣= ∣∣∣∣∣
∫ +∞

−∞

(
E

(
f

(
t

n1/4
+n1/4Mn

))
−E(

f
(
n1/4Mn

))) e−t 2/2

p
2π

dt

∣∣∣∣∣
≤

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣E(
f

(
t

n1/4
+n1/4Mn

)
− f

(
n1/4Mn

))∣∣∣∣ e−t 2/2

p
2π

dt
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Ensuite par inégalité triangulaire dans l’espérance,

∣∣En, f −E
(

f
(
n1/4Mn

))∣∣≤ ∫ +∞

−∞
E

∣∣∣∣ f

(
t

n1/4
+n1/4Mn

)
− f

(
n1/4Mn

)∣∣∣∣ e−t 2/2

p
2π

dt

≤
∫ +∞

−∞
K |t |e−t 2/2

n1/4
p

2π
dt (⋆)

Il reste à remarquer que la fonction dans l’intégrale est paire, et que∫ +∞

0
|t |e−t 2/2dt =

∫ +∞

0
te−t 2/2dt =

[
−e−t 2/2

]+∞
0

= 1,

pour conclure que l’intégrale (⋆) est égale à 2K
n1/4

p
2π

.

Le majorant obtenu nous donne par comparaison : lim
n→+∞

(
En, f −E

(
f
(
n1/4Mn

)))= 0.

Enfin, en écrivant E
(

f
(
n1/4Mn

))= En, f −
(
En, f −E

(
f
(
n1/4Mn

)))
, on obtient par somme de limites :

lim
n→+∞ E

(
f
(
n1/4Mn

))= ∫ +∞

−∞
f (u)ϕ∞(u)du.

42. Une représentation graphique de fk nous aide à y voir plus clair :

on vérifie que fk (u) = 1−
∫ u

0
δ(t )dt , où δ est une fonction continue par morceaux (plus précisément

en escalier) définie par :

δ(u) = k1[x,x+ 1
k ](u) =

{
k, si u ∈ [x, x + 1

k ],

0, sinon.

On remarque que δk est positive et bornée par k. Prenons u, v ∈R (on peut supposer u ≤ v sans perte
de généralité). On a :

| fk (u)− fk (v)| =
∫ v

u
δ(t )dt ≤

∫ v

u
k.dt = k(v −u),

ce qui montre que fk est k-lipschitzienne.

43. k étant fixé, on a l’encadrement g ≤ fk ≤ h, où

g (u) =1]−∞,x](u), h(u) =1]−∞,x+ 1
k ](u).

Par conséquent par croissance de l’espérance :

P
(
n1/4Mn ≤ x

)= E(
g

(
n1/4Mn

))
≤ E(

fk
(
n1/4Mn

))
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fk étant k-lipschitzienne, la question 41. donne donc l’existence d’un rang n0 à partir duquel

P
(
n1/4Mn ≤ x

)≤ ε

2
+

∫ +∞

−∞
fk (u)ϕ∞(u)du

≤ ε

2
+

∫ +∞

−∞
h(u)ϕ∞(u)du

= ε

2
+

∫ x+ 1
k

−∞
ϕ∞(u)du.

44. Fixons ε > 0. Comme x 7→
∫ x

−∞
ϕ∞(u)du est continue (primitive d’une fonction continue), et que

1
k →

k→∞
0, on peut commencer par choisir k0 assez grand pour que

∫ x+ 1
k0

−∞
ϕ∞(u)du ≤ ε

2
+

∫ x

−∞
ϕ∞(u)du.

En appliquant le résultat de la question 43. à cet entier k0, on peut prendre n0 tel que pour tout
n ≥ n0,

P
(
n1/4Mn ≤ x

)≤ ε

2
+

∫ x+ 1
k0

−∞
ϕ∞(u)du ≤ ε+

∫ x

−∞
ϕ∞(u)du.

On montre de la même manière, en utilisant la fonction

f̃k : u ∈R 7→


1, si u ≤ x − 1

k ,

1−k(u −x + 1
k ), si x − 1

k < u ≤ x,

0, si u > x,

que l’on encadre entre les fonctions 1]−∞,x− 1
k ] et 1]−∞,x], qu’il existe n1 tel que pour tout n ≥ n1,

P
(
n1/4Mn ≤ x

)≥−ε+
∫ x

−∞
ϕ∞(u)du.

On a donc bien le résultat voulu puisque pour n ≥ max(n0,n1) on a alors∣∣∣∣P(
n1/4Mn ≤ x

)−∫ x

−∞
ϕ∞(u)du

∣∣∣∣≤ ε.
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