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Extrait

PROBLEME D’ALGEBRE

Notations et objectifs :

0 Soit #un entier, n2>2 ; on note E =M, (R) la R-algébre des matrices carrées d’ordre » 4
coefficients réels, et £ =L(E, R) la R-algébre des formes linéaires sur £.
On rappelle que : dim(E) = dim{E").
Les €léments de £ sont notés M = (m, ), la matrice élémentaire £, est la matrice de £ dont les
coefficients sont tous nuls 4 I’exception de celui qui se trouve sur la i-éme ligne et sur la j-éme

colonne, qui vaut 1.
Lorsque 4 et B sont des éléments de £, on note 4. B leur produit.

Si M € E, on note vect(4) le sous-espace vectoriel de £ engendré par M.

o L'objectif du probléme est de montrer que chaque hyperplan vectoriel de £ posséde au moins une
matrice inversible.

O SiM=(m,)eE, onnote T(M) leréel 3 rm,,.
Ful

On définit ainsi une application 7'de £ vers R : M 1> T(M).
A chaque matrice U/ de E, on associe

» L’application 7, de EversR: M+ T, (M) = T(U. M).
o L'ensemble H, ={Me E/T(U M)=0}.

PARTIE I : Généralités, exemples

1. Quelques propriétés.
a. Montrer que 7 est une application linéaire.
b. Pour U € E, prouver que I"application 7}, estdans E".

¢. Soit U e E ; reconnaitre Ker7;;, et montrer que H,, est un sous-espace vectoriel de £,
11
2. Dans cette question seulement, on prend n =2, et on pose U = [1 1] .
a. Ecrire les quatre matrices élémentaires £, ; ; que peut-on dire de la famille (E,,, E,,, £,,, E,,) de
E=MxR)? _
b. Montrer que #;, est’ensemble des matrices de £ dont la somme des quatre coefficients vaut 0.
Trouver une matrice M de £ telle que 7(U. M) # 0, et en déduire la dimension de Im7;, puis la
dimension de H ;.
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d. Montrer que H,, posséde une matrice inversible.
La partie Il propose une généralisation de ce résultat.

PARTIE 11 : Quelques résultats utiles pour la suite

Soit 4=(a,,) et B=(b,,) des éléments de E.

a. Montrerque T(4. B) = ZZaﬂbu.

I=] j=]
b. En déduire les identités suivantes :

a,) T(‘AB):Z"“ianU.

f=l i

(,) T(B.A)=T(4.B)

. Soit Udans E.

a. Si Uest la matrice nulle, déterminer dim .

b. Si Un’est pas la matrice nulle, montrer que I’on peut trouver un couple d’entiers (i, j,) tel que
Ty(E,, ) # 0. En déduire dim &,

Pour (i, j) e {I, 2,..., n}z, onnote 7, = TE”.

a. Les indices k et/ étant fixés, calculer 7}, (E,,) en utilisant (I,).

b. En déduire que les n* éléments 7, de E " permettent de définir une base de E".

Montrer que I’application ¢ de £ vers E* : U +> (U) =T}, est un isomorphisme d’espaces

vectoriels.

. On considére un hyperplan vectoriel H de E.

a. Quelle est sa dimension ?
b. Soit 4 une matrice non nulle de £ qui n’appartient pas 2 H, montrer que | £ = H ® vect(A).

c. Construire alors un élément / de £ tel que H =Ker!.
d. Prouver I’existence d’un élément Ude £ tel que H = H,,.

PARTIE INI : Le résultat général

»
Pour 1<r <n, onnote R, =ZE,.,..
=]

(0 0 . 0 I _
1 . . . 0 P:=1 1<i<n-1
Soit P=|. . . . _|clestadire P=(p,,) avec Py =1
6 . . . 0 p;; =0, ailleurs
0 0 . 1 90

a. Montrer que P est inversible.
b. Prouver que P appartient a ’hyperplan 4 &

En déduire que chaque hyperplan vectoriel / de E posséde au moins une matrice inversible.
Indication : lorsque H = Hy;, avec U de rang r, on rappelle Iexistence de matrices S, et S,

FIN

inversibles telles que S, . U. 5, =R
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