EXERCICES MPSI

S, T CF et j

Binéme de Newton

Exercice 1 :

Simplifier les expressions suivantes :

n+1 n+2 n+1

1)) k- Zk 2)Zk Zz 3)Zkk+ =Y (k=2)(k—1)
kl 1=

k=1
1 o k
5)2 <_k+1> 6)g<2k> IS
g)gmk 10);(kf1)! 11) Ig(1—]:2)

Exercice 2 :

Soitnn e N. Calcglller les sommes nsuivantes :
1)y Crk 2) Y cpstt 3) Y ansth,
k=0 k=0 k=0
n n n k
1) > k(=112 5) Y " kCE, 6)
k=0 k=0 =

Exercice 3 :

1) Via la formule du bindéme de Newton, développer (1 + z)".

2) En déduire des simplifications des sommes suivantes :
n
Ck
Z SIE Z Ko 257
k=0
n

Pour tout n € N* on note §,, = Z
P (2k—1

1
)(2k+1)

1) Montrer par récurrence que

n
Vn e N*, S, =
A T
2) Recalculer cette somme par télescopie.
3) Montrer que
n 2
Vn € N, 1 >2 3
nen 1] ( ; 1) > on +
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EXERCICES MPSI

(Extrait de CONCOURS)

Soit x € [0,1]. Soit n € N.
Notons pour tout k € {0,...,n}, By = CkzF(1 — )"k,

n
1) a) Calculer ZBn,k
k=0

b) En déduire que 0 < B, , <1

2) Caleuler kB, > k(k—1)Bny , puis K’ By

k=0 k=0 k=0
n k) 2
3) Calculer ;0 (a: — n> By

Exercice 6 :

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

1) Montrer que

1 1
2) En déduire que
Ck 1

3) Montrer que
1 n
Vn € N¥, (1+> <3
n

Exercice 7 :
n n

En utilsant les valeurs des sommes classiques Zk: et ZkQ, calculer les

. k=1 k=1
somimes suivantes :

1) S, :zn:k(kJrl)
k=1

2) T, =1n+2(n—-1)+..+(n—-1)2+n.l1

Exercice 8 :

n
1) Soit x un réel différent de 1. Simplifier Z ka*.
k=1
2) Que vaut cette somme quand z =17
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EXERCICES MPSI

Exercice 9 :
n

Calculer la somme Z(—l)kk.
k=1

‘Exercice 10 :‘
Considérons la suite (up)p=1 définie par :

3

1
Vn € N*, =
" tn n+k

k=1

1) Montrer la suite (up)n=1 est bornée.

2) Montrer la suite (uy)n-1 est strictement croissante.

‘Exercice 11 :‘
Montrer que

VneN, Y k= (n+1)!
k=0

‘Exercice 12 :‘

n
1) Soient g € C et n € N. Calculer la somme Z .
k=0

2) Soit # € R. Calculer la somme Z ek?
k=0

‘Exercice 13 :‘

n
Soit ¢ un complexe différent de 1. Soit n € N. Posons S,, = Z kq®.
k=0
1) Calculer ¢S,, — S,,.

2) En déduire la valeur de S,,.

‘Exercice 14 :‘
Soit n € N*. Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. Montrer que

" —a”

b—a

n—1

na < bt

‘Exercice 15 :‘
Soient n € N et 8 € R. Calculer les sommes suivantes :

1) ZC’ﬁcos(k@) et chsin(kie).

k=0 k=0
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EXERCICES

MPSI

2) Zcos(k&) et Z sin(k0).
k=0 k=0

3) Z kcos(k0) et Z ksin(k6).
k=0 k=0

‘Exercice 16 :‘

1) Montrer que

n n
VYn € N*, Vay,...,a, € RT, H (1+a;) = Zai
i=1 i=1

2) Montrer l'inégalité de Bernouli :

Vn e N*, Vo € R, 14+nz < (14+2)"

via les méthodes suivantes :
a) Déduisez-la de 1).

b)

c¢) Via la formule du binéme Newton.
d)

Par récurrence.

Via I’égalité de Bernouli.

‘ Exercice 17 :

n
Soient a € R et n € N. Notons P = H (1 —|—a2k>.

k=0
1) Quevaut Psia=17
2) Supposons maintenant que a # 1.
i) Calculer (1 —a)P.

ii) En déduire la valeur de P.

‘Exercice 18 :‘

n

Soit € R. Soit n € N. Posons P(z) = H cos(2Fz).
k=0

1) Supposons que z = 0 [r]. Calculer P(z).
2) Supposons maintenant que x # 0 [r].

a) Simplifier sin(x)P(z).

b) En déduire alors P(x)

‘Exercice 19 :‘
Soit n € N*.
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EXERCICES MPSI

1) Montrer que (n!)? Hk n—k+1)

1 +1
2) En déduire que /n < \/77 < o=

‘Exercice 20 :‘
n

Notons S,, = Z(Zk +1)3, pour tout n € N.
k=0
1) Montrer par récurrence que

Vn €N, S, = (n+1)%(2n* +4n + 1)

n 2n+1

2) Posons T, = Z( et Uy, Z k3.

k=0
Prouver que U, = S, + Th,.

3) Calculer T), et U,.

4) Retrouver alors I'expression de S,, donnée dans 1).
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