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Correction

Puisquer est de dimension finie, gi est injectif alorsu est un automorphisme et par suite aussi.
Il en découleN ={o} etI =E.

Noyau et image d’une application linéaire ste# sous-espaces vectoriels.
Soitz7 € N,. On au’™(z) = u(u’ (¥)) = u(0) =6 donc7 e N, .-

Soityel,
doncyel,.

.- llexisteZ € E tel queyj = u”**(Z) . Pourd = u(Z) € E on a alorsu’ (@) = u"™(Z) =y et

u? est un endomorphisme donc par le théoréme du:rdimgkeru” + dimImu” = dimE i.e.
n,+i,=n.

N,CN,,, implique n, <n_, donc la suitg(n,) est croissante.

Comme il s’agit d’une suite d’entiers naturels ssainte et majorée par, celle-ci est nécessairement
constante a partir d’'un certain rang. Sdit {p eN|n,, = np} .

A est une partie non vide dé donc elle posséde un plus petit élément

Par I'absurde, st >n alorsVO<p<n+1,n, _,=n, doln _, >n +1.

Par suite n,,, >n, +1>n, ,+2>...>n,+n+1=n+1

Or n, , =dimkeru”™* < dimE = n . Absurde.

N CN,_,, etdmN =n =n_,=dmN_,doncN =N,
I cl  etdml =i =n-n =n—n_,=4,=dml_  doncl =1 _,.
Par recurrence syre N, montronsN , =N, .

Pour p =0, facile.
Supposons la propriété établie au rang 0.
OnsaitN,_ CN,

r+p r+p+l -t

SoitZ e N onau "*(#)=d doncu’(Z)eN,,,.Or N, =N, doncu’(Z) €N, puis

r+p+1? r+1°
u"(Z)=0 etenfinZecN,__ .AinsiN__  CN,_ pusnN_ _,=N_, =N,
H.
Récurrence établie.
Onsaitl CI, etdiml_ =i  =n-n_  =n-n =i =dml doncl =1 .

Soitz e N, NI .

Il existe @ € E tel queZ =u'(a) .

u'(Z)=0 donne alors” (@) =0 doudeN, =N, =N, doncZ=u'(d)=0 .
Ainsi N NI, ={d}.

De plus, par le theoreme du rangimN, +dim/ = dimE doncN @I =FE.

I

supplémentaireD, supplémentaire dé, .,

,.1 €stun sous-espace vectoriel fe or, en dimension finie, tout sous-espace vedtpdesede un
dans/, existe et convient.

I,=1,,®D, donnei, =i, ,+dimD, dot dimD =i, —i ,=0,.
I.,=ul)=ul,,®D)=u(,,)+uD,) =1,

de F onau(F+QG)=u(F)+uG).

Par I'égalité précédenttm/ , <dim/ _,+dimu (D, )< dim/ ,+ dimD cardimu(D,)<dimD, .
Par suitedimD, > dim/ , —dim/ , ce quidonne, >¢ ..

.o Tu(D,) carpourF' et G sous-espaces vectoriels



