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Epreuve de Mathématiques — Session 2018 — Filiére ECT Concours National (CNAEM)

Durée : 4 heures

* *  x x

Les candidals sont informés que la précision des misonnements ainst que le soin_apporté 4 la rédaction et d
la présentation des copies seront des éléments pris en_compte dans la_notation. Il convieni en particulter de
rappeler avec précision les références des questions ahordées. Si, au cours de 'épreuve, un candidat repére ce

qut peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en erpliquant
ies raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Remarques générales:
L'épreuve se compose de quatre exercices indépendants.
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EXERCICE 1

On consideére la fonction f définie par f(t) = { 61}::}7 sit>0

sit<0
Partie 1
Soit ¢ la fonction définie par ¢(z) = §In (L5).
On désigne par C la courbe représentative de ¢ dans un repére du plan. X
1. Vérifier que » est bien définie sur R. . 7 ps
2. Déterminer la limite de ¢ en —oc puis en +¢. 2

; 7
3. Montrer que pour tout réel x, ¢'(xz) = m

4. Donner le tableau de variations de ¢ sur R.

5. Mantrer que ¢ est une bijection de R vers un intervalle / 4 déterminer. On note ™! la bijection réciproque
de £.

6. Déterminer pour tout z de I, ¢~ (z).

Partie I1

Par la suite. toutes les variables aléatoires sont définies sur un méme espace probabilisé (92, A. P).

1. Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire réclle.
Dans toute la suite de I'exercice, on note X la variable aléatoire réelle de densité f.

2. a) Déterminer la fonction de répartition de X, notée Fy.
b) Montrer que pour tout réel z, 0 < Fx(x) < 1.
¢) Déterminer P (In(2) < X <1n(3)).

3. a) Montrer que que pour tout réel A strictement positif, f{,d ﬁdf- =In (:+3 '3)'

b) Montrer que pour tout réel A strictement positif, qu tf(t)dt = 72% +2In (%)
‘o . A _
¢) Vérifier que AEIE::. Tiex =0.
d) En déduire que X admet une espérance et donner sa valeur E(X).
4. On considére la variable aléatoire réelle Y définie par Y = o(X).
a) Montrer que P(Y < -‘—,"’-@) =0.
b) Déterminer la fonction de répartition Fy deY.
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¢) Déterminer le réel a tel que Fy (o) = %

5. Soient X, et X, deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi que X.
On pose 2, = sup(X,, Xa), Z3 = sup (p( X)), p(X2)). Z3 = p(Z1) et Z4 = inf( Xy, X2).

a) Déterminer les fonctions de répartitions Fy,, Fiz, et Fz, respectivement des variables aléatoires Z;,
Z‘z et Z;g.

b) i) Déterminer E(Z; + Z,), Vespérance de la variable aléatoire Zy+ 2y
ii) Déterminer V(Z, + Z4), la variance de la variable aléatoire Z; + Z,, en fonction de V(X).

iii) Déterminer la fonction de répartition F, de la variable aléatoire Z,.

EXERCICE 2

On pose pour tout entier naturel n et pour tout réel t. gn(t) = ;.-rr}:;r) et ha(t) = = -

-+€

On considére les deux suites (1, ), -0 €t (Jy)n -0 qui sont définies par I, = fuﬁx gnll)dt et J,, = fgﬂn hy (t)dt.
1. a) Vérifier que pour tout entier naturel n et pour tout réel x, 0 < gy (z) < ™™ et 0 < hp(x) < e ™.

b) En déduire que pour tout entier naturel non nul n, /[, et J, sont deux intégrales convergentes.

¢) Déterminer les valeurs de lim [, et lim J,.
n— 400 =40

d) i) Déterminer la valeur de Iy (vous pouvez utiliser le résultat suivant sans le démontrer : pour
tout. réel A strictement positil, .f;JA dt = In (iﬁ"))

3

ii) Déterminer les deux nombres réels a ot b tels que ¥t € R, ,—ﬁl?r)-g =& + ?_1%"7"
iit) En déduire la valeur de Jo.

2. a) Déterminer, pour tout entier naturel n. I,, + 41 en fonction de n.
b

—

En utilisant la formule trouvée dans la question 2. a), compléter les commandes Scilab suivantes afin
qu'elles permettent le calcul de I, pour une valeur de I’entier naturel non nul n.

n= input(’ Donner une valeur de I'entier naturel non nul n: °)

I= i,

end
disp(..., " la valeur de L est : ")

C

—

Montrer que la suite (/;,)n>o est décroissante.

d) Montrer que pour tout entier naturel n, o S Ine

¢) En déduire la nature de la série S~ I, on pourra utiliser le fait que la série Y % est. divergente et
n>0 n>1

=
que 21 3= 4o
n=

[}
3

Exprimer, pour tout entier naturel non nul k. Ji_ + Ji en fonction de /.

h) Eecrire un programme en Scilab qui calcule et affiche la valeur de V'intégrale J,,, I'entier naturel non
nul n étant donné par |'utilisateur.

n
¢) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, 3 (-5 = Jg + (=)™t .
k=1

d) En déduire que la série So(- 1)"~ 1, est convergente et déterminer sa somime.
n>1

n
e) Ecrire un programme en Scilab qui calcule et affiche la valeur de 5, = S (=1)%~!I. I'entier naturel
k=1
non nul n étant donné par |'utilisateur.
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/ EXERCICE 3
311 1 1 0 1 1 1
Ou considére les matrices: A=3| 1 3 1 |.P={1 0 1 Q= 2 -1 -1
1 1 3 1 -1 -1 -1 2 -1
1 00
etl =10 1 0 ). Soient u et v deux vecteurs de R?, on pose Vect(u. v) le sous espace vectoriel de Rr?
0 0 1
engendré par u et v.

Partie I

1. a) Veérifier que PQ = 31.
b) En déduire que P est inversible et déterminer son inverse P-L.
2. On pose F = {(z,y.2) e R:z +y+z=0}et fi = (1.1 1)
a) Déterminer deux vecteurs f et f3 de R3 tels que F' = Vect(fa, f3), avec fa = (l.a, b) et f3 = (c,1.d).
ou a. b. ¢ et d sont & déterminer.
b) Montrer que la famille (f1, f2. fa) est une base de B?.
0 0 0

3. a) Veérifier que A? - %A + %] =0, avec O = ( 00 0 ) la matrice nulle.
0 0 0

b) Montrer que A est inversible et déterminer son inverse A~ b

% ¢) Déterminer le polynome annulateur de A de la forme P = X2 4~X + 4§, ou v et § sont deux réels a
g déterminer. -

iy - /y d) Déterminer les valeurs propres éventuelles de A notées o et 3, avec a > 0.
r

1 1 1 1 c c
e) Vérifier que A 1):&(1).A(a)=5 a etA(l):‘B(l)‘
1 1 b b d d

/1) Qu'est ce que vous pouvez conclure pour a et 37 Justifier votre réponse.

a 0 0
/ 4. a) Vérifierque A = PDP-' avec D = ( 0 g0 ) . o et 3 sont les deux valeurs qui sont déterminées
0 0 4

dans la question Partie I, 3. d).
/~ b) Montrer que pour tout entier naturel n, A® = PD"P~L.

1+23H)m 1-@)" 1-(3"
. Montrer que pour tout entier naturel n, A™ = 1= 1+ 205" 1-(3)" ) .
1-(3) 1-(3)" 1+2(3)"
Partie II

Application en probabilité

On considére trois positions A, B et C distinctes deux a deux se trouvant sur un cercle. Un mobile se déplace
entre les positions A, B et C de la fagon suivante, pour tout entier naturel n,

si a 'instant n, il est & l'une des trois positions, alors & Iinstant n + 1, soit il y reste avec une probabilité de
2, soit il se déplace vers l'une des deux autres positions d'une fagon équiprobable (c'est-a-dire avec la méme
probabilité).

On note les événements :

e A, "le mobile se trouve  la position A al'instant n".
e B, "le mobile se trouve 4 la position B a l'instant n".

e C, "le mobile se trouve 4 la position C a 'instant n".

Page 3/4




P T,

Epreuve de M

E\thématiques -

Session 2018 - Filiere ECT

Concours National (CN AEM)

2“(“13052 P(A,) = a, la probabilité de I'é
(..,l) = ¢n la probabilite de I'é
trois positions avec qq = 1
]

) 3

; vénement Ap. P(B,) =
Vi + v it1

’ r;uuutnt Gy Initialement, 3 I'instant
Vo= getey = %

a) Montrer que pour tout en
b) Exprimer pour tout entie

¢) Exprimer pour tout e

bn la probabifits de Vévtnemeny g, o
n=10le i

)
mobile s trouve dang urne des

tier nature] :
n =13 :
1 Anyy = Fan - Eb“ - 1—)cn.
T naturel n, bnt1 en fonction de a,, b, et Cn.

ntier nature

In, ¢y en fonction de a,, by et c,.

An4y

2. Exprimer,

an
bni1 | en fonction de by
3 R Cnsl Cn
- Recopier et compleét i i ’
e pléter le programme Scilab suivant afin qu'il calcule et affiche

pour tout entier nature] n,

il
,,‘I"r"'
1 TH H A
les valeurs ay;. bys et ¢, (HLM

sl
e ,’;".' =

. Déterminer, pour tout entier naturel n, a,, b, et ¢, en fonction de n.

- En déduire les valeurs de  lim tn, lim b, et lim e¢,.
n—4+2 n—s42c n

— 40

EXERCICE 4

Une entreprise de construction des ampoules utilise deux machines A et B distinctes qui fonctionnent indépen-
damment I'une de I'autre. On supposc que A produit 40% des ampoules et B produit 60% des ampoules. La
probabilité pour qu'une ampoule construite par la machine A soit défectueuse est 0.03 alors que la probabilité
pour qu'une ampoule construite par la machine B soit défectueuse est 0.1. On note I'événement D: "'ampoule
ost défectueuse” et P(D) est la probabilité de I'événement D.
1. a) Déterminer P(D).
b) Déterminer P(D N A), la probabilité de I'événement DN A.
¢) On choisit au hasard une ampoule 4 la sortie de U'entreprise. On constate que cet ampoule est
défectueuse. Calculer la probabilité de ’événement "l'ampoule provient de la machine A".

2. On suppose de plus que le nombre des ampoules produites en une heure par A est une variable aléatoire
X qui suit la loi de Poisson de paramétre A = 10. On considére la variable aléatoire Y représentant le
nombre des ampoules défectueuses produites par la machine A en une heure.

a) Pour tout entier naturel k, exprimer P(X = k) en fonction de k, puis déterminer la valeur de
l'espérance E(X) de X et la valeur de la variance V(X) de X.
b) Soient k et n deux entiers naturels. Déterminer la probabilité P(Y = k|X = n). (la probabilité de
J'événement (Y = k) sachant I'événement (X =n) ). dans les cas suivants :
i) k> n.
o (=] i loi de Poisson
c) En déduire, en utilisant le systéme complet d’événements (X = j)jen. que Y suit une loi de Pois
de paramétre 3, & préciser. : ' - :
d) Ecrire un programme Scilab, en utilisant la fonction grand, qui renvoie une matrice & une ligne et

1000 colonnes, qui simule la variable aléatoire Y.

FIN DE L’EPREUVE
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