CONCOURS COMMUN 2001
DES ECOLES DES MINES D’ALBI, ALES, DOUAI, NANTES

Epreuve de Mathématiques

(toutes filieres)

Jeudi 17 mai 2001 de 14h00 & 18h00

Instructions générales :

Les candidats sont invités a porter une attention particuliere a la rédaction : les copies illisibles ou mal
présentées seront pénalisées.

PROBLEME 1

Les parties A et B sont indépendantes, mais sont utilisées par la partie C.

PARTIE A :
Pour tout réel a positif ou nul, on note g, la fonction définie sur IR’, par g,(t) = t°.

A.1. Montrer que la fonction g, est prolongeable par continuité en 0 (on notera toujours g, la fonction ainsi
prolongée, qui est donc définie et continue sur IRy ). Préciser la valeur de g,(0). Montrer que la fonction
ga est de classe C' sur IR pour a > 1.

Soient a et b deux réels positifs ou nuls. On pose
1
I(a,b) = / ga(t) gp(1 —t)dt .
0

A.2. Justifier Pexistence de l'intégrale I(a,b). Comparer I(a,b) et I(b,a).
1
On écrira abusivement I(a,b) = / t*(1 —t)* dt.
0

A.3. Soient a et b deux réels positifs ou nuls. Trouver une relation entre I(a + 1,b) et I(a,b+ 1).

A.4. Calculer I(a,0). En déduire que, pour tout entier naturel n, on a

n!
(a+1)(a+2)...(a+n+1)"

I(a,n) =

A.5. Soient p et ¢ deux entiers naturels. Exprimer I(p,q) & 1'aide de factorielles.

A.6. En déduire la valeur de I'intégrale

[NE]

J(p,q) = / (sin 0)?P+1 (cos 0)29H1 a0,
0

ou p et g sont deux entiers naturels.



PARTIE B :

Pour tout réel a strictement positif, on note f, la fonction définie par

falz) =2 In (1—2) .

T

B.1. Préciser ’ensemble de définition de f,.
On note C, la courbe représentant la restriction de la fonction f, a intervalle |a, +o0].
B.2. Si a et z dont deux réels tels que 0 < a < x, démontrer ’encadrement

a

<lhnz —In(x —a) < .
T—a

SHES]

B.3. En déduire les variations de la fonction f, sur Uintervalle |a, +00[ (on dressera un tableau de variations).
Préciser la nature des branches infinies de la courbe C,,.

B.4. Donner l'allure des courbes Cy, Co et C3 sur un méme schéma.
B.5. On fixe a > 0 et on consideére la suite y = (y,,) définie, pour tout entier naturel n tel que n > a, par
a n
m=(1-7)"
Etudier le comportement (sens de variation, limite) de la suite (yy,).
Partie C :

Pour tout réel positif ou nul x et tout entier naturel non nul n, on pose

F.(z) = /0" (1 - %)nuwdu

C.1. Montrer que F,(z) = n®" I(z,n).

C.2. En utilisant les résultats de la partie B, montrer que, pour tout z fixé, la suite (Fn(a:))nG]N est
croissante.

C.3. On fixe x > 0.
a. Montrer I'existence d’un réel strictement positif U tel que

1
—Uu
Vu € Ry u>U=¢ gu«’””'

b. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a

v 1
F,(z) < P du+ — .
(z) /0 e “u u+U

c. Montrer que la suite (Fn(x))ne]N* est convergente.

Pour tout réel positif ou nul x, on pose F(z) = liIE F,(z).
n—-1+0oo

C.4. Démontrer la relation fonctionnelle

Vo e Ry Flz+1)=(z+1)F(x).

En déduire la valeur de F(k) pour k entier naturel.




