corrigé centrale math 1 2016
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Mr : HAMANI Ahmed
I. Sip(A)<1,alors imA™ =0
I.A- Deux exemples de normes sous-multiplicatives
[.LA-1) e Notons L;(A),...,L,(A) les lignes d'une matrice A € M, (K), alors N(A) = max. IILi(A)]|7-
- Soit A € My, (K) tel que N(A) =0, alors Vi € [[T,nl]], ||ILi(A)]l1 =0, donc les lignes de A sont nulles,

ce qui assure la nulleté de A.

-Soit A € K, A € M,,(K), alors N(AA) = max ILi(AA) | =

— o [AL(AT =N s LAYy = AINCA)

e Soit A,B € Mn(K), alors Vi € [[1,n]], |[Li(A + B)|j1 = ||ILi(A) + Li(B) |1 <

< JLi(A)]l1 + ILi(B) |1 < N(A) + N(B) et le passage au sup donne N(A + B) < N(A) + N(B).
On conclut que N est une norme sur M,, (K

).
Soit i € [[1,n]], A,B € M (K =) IABLI=) 1) aixbigl <) Y lailbi;l=

j=1 j=1 k=1 j=1 k=

n

= Z Z [bi ;1 | laixl < N(B) Z lai, x| < N(B)N(A), ce qui donne par passage au sup,

k=1 \j=1 k=1
N(AB) < N(A)N(B).

|.LA-2) e Pour Q € GL,,(K), I'application A —— Q~'AQ est un isomorphisme, donc ||.|| est une norme sur
M, (K).
e Soit A, B € M,,(K). Par sous-multiplicativité de N, on obtient :
|AB[ =N(Q TABQ) = N(Q TAQQ "BQ) < N(Q 'AQ)N(Q 'BQ) = [|A[l.|[B]].
[.B- Une conséquence de I'inégalité p(A) < 1
On se donne A dans M, (C), avec p(A) < 1. On veut montrer que lim A™ = 0.

[.B-1) e T est triangulaire supérieure comme produit de matrices triagulaires supérieures.

e On trouve [T]-w- = { ‘Slﬂgi‘sji :o; =
noo 1_5n7i+1
=1@?<XHZM— i Z'tw'& FEND e 2 8 =N e T
j=i
On choisit 8 < 1, on aura N(T) =5
Le choix & < min(1,1 — N(T)) entraine que N( )< 1.
.B-2) o A = [PTP'| = N(Q 'PTP'Q) = N(A'TA) = N(T) < 1.

e |[A|| < 1 et ||.]| est sous-multiplicative dans My, (K) qui est de dimension finie, donc ZA“ est

absolument convergente, ce qui entraine la convergence de (A™),, vers 0.

Il. Chemins dans les matrices positives

Dans cette partie, A désigne une matrice positive de M, (R).

II.LA- Réduction d’'un chemin a un chemin élémentaire
e Soit i #j et soiti =1y — i — ... — 1,y =j un chemin dans A.
- Si ce chemin est élémentaire, c'est fini.
- Sinon, il existe T <p < q < m tel que ip =14, alors on considére le chemin
i=1i — .. —ip — ig41 — im =] qui de longueur < m.
- Si ce chemin est élémentaire, c’est fini.
- Si non on répéte le méme procédé qui s'arréte par avoir un chemin élémentaire dans A de longueur <n—1,
puisque ces éléments appartiennent a {1,...,n} et sont distincts.
e Soit 1 € {1,...,n} et soit i =iy —> ... — i;, = 1 un circuit dans A. On applique le premier point au
chemini=1iy — ... — in_1.

I1.B-  Une caractérisation de I'existence d’'un chemin de i a j
On va procéder par récurrence sur m > 1.
- Pour m =1, par définition i — j est un chemin de longueur 1 si, et seulement si, aiy; > 0.
- Supposons I'équivalence est aquise au rang m.
=Sii=1y — ... — i — imy1 =j est un chemin dans A de longueur m+1, alorsi =1y — ... — iy,

est un chemin dans A de longueur m, donc par hypothese de récurrence aETn)l > 0, donc
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I.C-

m+1
3j

n
"= Y alVaw; > aM i, 5, or ai,, ;> 0 par définition du chemin, donc a{""") > 0.

(
ai i,j
k=1

n
& Supposons que ag)?“) = Z ai(j{z)ak,j > 0, alors 3k € [[1,n]] tel que a§j‘,1)ak,]- > 0, donc ai(j}l) >0
k=1
et ay; > 0, ce qui entraine par hypothése de récurrence I'existence d'un chemin dans A i — ... — k de
longueur m, donc i — ... — k — j est un chemin dans A, de longueur m + 1.

Chemins dans une puissance de A

= Soit 1 =19 — ... — 1; =j un chemin dans A™ de longueur 1, alors pour k € [[0,1 — 1]] agzgkﬂ > 0,
ce qui entraine par II — B I'existence d'un chemin dans A d'origine i) et d'extrémité i1 de longueur m.
En superposant ces chemins, on obtient un chemin dans A de i vers j de longueur ml.

& Soit i =19 — ... — i1 =j un chemin dans A de longueur ml, alors pour tout

g::d{kﬂ)m
qui assure que, i =1y — iy, — i2m — ... — lim = est un chemin dans A™ de longueur 1.

k€ [[0,1 =1]], ixm — ... — i(k4+1)m est un chemin dans A de longueur m, donc a >0, ce

[1l.  Matrices primitives et indice de primitivité

Dans toute la suite, matrice primitive signifie matrice carrée positive primitive.

.A-

[1.B-

Chemins élémentaires dans une matrice primitive

A étant une matrice primitive, donc Im > 1 tel que A™ > 0.
e Soit i # j,alors ag‘) > 0, ce qui entraine par II — B, puis par II — A qu'il existe dans A un chemin
élémentaire de i a j de longueur 1 <n —1.

e Soit i € [[1,n]], alors (1(“11

i ) > 0, donc comme précédement, il existe dans A un circuit élémentaire passant
)
par i de longueur 1 < n.

Puissances d’une matrice primitive
0 0 1
. _J Tsii=mnouj=n N R :
[11.B-1) Soit A € M,(R) définie par a;; = { 0 si non A= o o1
1T ... 11
Alors A est positive sans |'étre strictement et A? est telle que ag}zj) =1si (4,j) # (nyn) et affj) =1si
non, donc AZ > 0.
I11.B-2) Soit i € [[1,n]].
n
[Bx]; = Z bijxj, or x # 0, donc Jk tel que xy > 0 et par suite
j=1
[Bx]i > bikxi > 0, ce qui assure que Bx > 0.
[11.B-3) e Les colonnes de A ne sont pas nulles. En effet s'il existe j tel que ¢; =0, alors Ae; =0 ou (eq, ..., en)

est la base canonique de R™.

Donc A™e; =0, ce qui contredit A™ > 0.

eOnaA™ >0, et Vj, c; = Aej n'est pas nul, donc d’aprés la question précédente, A™"Te; = A™Ae; >
0, c'est a dire A™*1 > 0. (ces colonnes sont strictement positives). et par une récurrence évidente

Vp > m, AP > 0.

[11.B-4) Si A est primitive, 3m > 1 tel que A™ > 0 et par la question précédente, on aura Yk > 1, Ak™ =

(AX)™ > 0, donc AK est primitive.

I11.B-5) Si p(A) =0, alors Sp(A) ={0}, donc A est nilpotente et par suite A™ =0, ce qui est en contradiction

[.C-

avec la question III — B —4 qui dit que AP est primitive.

La matrice de Weilandt

I11.C-1) @ W] est la matrice compagnon associée au polyndme X™ — X — 1, donc xw,, = xwr =X"=X—1.

n-—2 n—1
o W2 — (W2 Wy = (Wo + D) 2W, = Y kWi = 3 clolwk,
k=0 k=1

n—1 n n
o WRTTInZ —wianlw, = N C W = Y R AWE = Y CRAWE 4+ WE = I +
k=1 k=2 k=2

n—1
Wi+ ) CRIWE.
k=2

[11.C-2) e Le plus court circuit dans W;, passant par 1 est, 1 — 2 — ... — n. — 1 qui est de longueur 1.

e Montrons que Vk € [[1,n—1]], [Wk]; ; =0.
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111.C-3)

Supposons qu'il existe k € {1,2,...,n — 1} tel que [WX]; 1 > 0, alors d'aprés II — B, il existe un circuit
dans W,, de longueur k passant par 1, ce qui contredit la minimalité de n comme longueur minimale
des circuits dans W;, passant par 1.

n—1
. 2 _ . 2 , .
On obtient donc W1 —2n+1 — E C:ijzo = 0, ce qui assure que W ~2"FT p'est pas strictement
k=1

positive.

e Soit 1 #j.

Du cycle donné a la question III — C — 2, on obtient :

Sii<j, lechemini—i+1— ... —jest dans W,, de longueur j —i<n—1.

Sii>j, lechemini—i+1—..—n—1— ..—jest dans W,, de longueur n — (1 —j) <
n—1.

e On vient de montrer que Vi # j il existe un chemin dans W;, de i a j de longueur un certain k <n—1,
donc d’aprés la question II — B, [W](ik)]i,]- > 0, donc

n—1
WRS=202) 5 = Walig + > CRO3WR; > CKTA WK > 0.
p=2

De plus pour tout i € {1, ...,n}, [W,T{Z’Z“H]i‘i > [ =1

2 .. Ve e el ey,
On conclut que W2 —2"+2 > 0, donc W,, est primitive d'indice de primitivité n? — 2n + 2.

I11.D- Indice de primitivité maximum

Dans toute cette sous-partie, A est une matrice primitive donnée dans M,, (R).

I11.D-1)

11.D-2)

e | 'hypothése 1 = n entraine que tout circuit élémentaire dans A est de longueur n.

Soit C:i=1 — i1 — ... — 1, = 1 un circuit de longueur m, la division euclidienne de m par n
donne |'existence de g, 1 tel que m =nq+71avec 0 <r < n.

- Montrons que i,, = 1.

Déja 1o, ...,in—1 sont distincts, car si non on aura un circuit dans A de longueur < n, ce qui contredit
la minimalité de n.

Si iy #1, alors i, =j € {1,...,n} ~ {i}, on aura donc un circuit dans A passant par j de longueur < n,
ce qui contredit la minimalité de n.

Le méme raisonnement aboutit a i, =in = ... =ign =1, alorsi =140 — igni1 — .. — i =1
est un circuit dans A de longueur r € [[0,n — 1]], donc par minimalité de n, r = 0 et par suite m = qn.
e On va montrer que Vi, [AK"*1]; ; =0.

Supposons qu'il existe 1 tel que [Ak““]i,,-L > 0, alors d'aprés II — B, il existe dans A un circuit passant
passant par i est de longueur kn + 1, ce qui contredit que cette longueur doit étre un multiple de n.
On conclut que A*™*1 est de diagonale nulle.

e A étant une matrice primitive, donc d'aprés III—B—3, A"+ > 0 pour k assez grand, ce qui contredit
que sa diagonale est nulle.

a) Montrons qu'il existe dans A un chemin d’origine i de longueur n —1 et d'extrémité k € {1,2,...,1}.
e Casouie{l,..1L
On fait la division euclidienne den—1parl,onadoncn—1l=ql+ravec0<r<l
Notos C le chemini —i4+1— .. —1—1— ... — i—1 qui est de longueur L.
C’ le chemin extrait de C, de longueur r, 1 — i+1 — ... — 1, alors en superposant successivement
le chemin C q— fois puis le chemin C’, on obtient le chemin
C — ...— C — C’ qui est dans A et de longueur n —1=ql+.
eCasouie{l+1,..,n}
n—1<n-—1, donc d'aprés III — A, il existe dans A un chemin élémentaire C d’origine 1 et de
longueur n — 1, or tout chemin élémentaire inclu dans [[l + 1, n]] est de longueur < n—1—1, donc
C passe nécessairement par un élément j € {1, ..., 1}.
On a donc le chemin C : 1 — ... — j, soit p < n — 1 sa longueur. On applique le cas précédent
aje{1,..,1} il existe dans A un chemin C’ d'origine j et d'extrémité k € {1,...,1} de longueur

n—1l—rp.
On conclut que C — C’ est un chemin dans A d'origine i et d’extrémité k de longueur n—1—p+p =
n—1L

b) e Pour tout p € {1,...,1}, le circuit
p—p+1l—..—1—1— ... — p est dans A de longueur 1, donc d'apres II — B,
[AY,p >0, en particulier puisque k € {1,...21}, [AYy x > 0.
-Sik=j, le chemin k — k — ... — k est dans A! de longueur n — 1. (k est répété (n —1)-
fois).
- Si k #j, La question III — B — 4 assure que A' est aussi primitive, donc d'apres III — A, il existe
dans A' un chemin d'origine k et d'extrémité j, de longueur n —1. (n—1<n—1.)
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c) D’aprés a), il existe dans A un chemin de i a k, i — ... — k, de longueur n —1, et d'aprés b), il
existe dans A un chemin de k a j, k — ... — j de longueur 1(n — 1), donc le chemin
i— .. — k — ... — j est un chemin dans A de i aj de longueur n —1+1n—-1) =
n + l(n —2), donc d’aprés II — B, [A““(“’z]]i,j > 0 et ceci pour tout couple (i,j), ce qui assure
que Anttn=2) 5 ¢
Orl<n—1,donc(M?—2n+2)—n+ln—-2)>n?*—-nm+2)—(n+(n—1)(n-2)) =0,
ceci montre que N> —2n +2 > n + l(n — 2), ce qui entraine par II — B — 3 que AN InE2 5

IV. Etude des puissances d’une matrice primitive

Dans toute cette partie, on se donne une matrice primitive A de M, (R).

IV.A- Puissances de la matrice B=A —rL

IV.A-1)

IV.A-2)

IV.A-3)

IV.A-4)

Il suffit de montrer que y € H+.

Soit z€ H =Im(A —rl,,), alors 3t € R™ tel que z = (A — I, )t, donc

(ylz) = (ylAt —rt) = (ylAt) — (rylt) = (ylAt) — (ATylt) =0, donc y € H.

e L2 =xy'xy" == x(y"™x)y" = (y"™x)(xy") = Ixy" =L, donc L est la matrice d'un projecteur de
R™.

o (A—1I)L = (A—71l)xy" =0y’ =0, donc Im(L) C Ker(A —rl,)., de plus (xly) # 0, donc
x # 0 ety # 0, ce qui assure que L = xy' # 0 et par suite T < dim(Im(H)) < dim(D) = 1 d'ou
Im(L) = D.

e L(A—1l,) =xy" (A —1ly) =x((AT —rI)y)T =x0 =0, donc Im(A —rl,) = H C Ker(L) avec
égalité de dimensions, donc Ker(L) = H.

On vient de montrer que L est la projection sur Im(L) = D parallélement a Ker(L) = H.

e rg(L) =rg(xy") < min(rg(x),rg(y) <1, de plus L # 0, donc rg(L) = 1.

e x >0ety >0, donc pour tous i,j, [L];; =x4y; > 0, ce qui assure que L > 0.
eLlly=(yN)y=yx'y=1y=y.

e AL=Axy" =y’ =1L

o [A=xy'A=x (ATy)T =x(ry") =1L

e Par récurrence sur m € N*.

- Pour m =1, rien a montrer.

- Supposons que (A —r1L)™ = A™ —1™L pour un certain m, alors (A —7L)™"! = (A—rL)™(A—rL) =
AMHT _pAML — r™MLA 4+ ™12 or AL = LA = 1L, donc par récurrence A™L = r™L, de plus
TMLA = ™ L et y™ 112 = v™m+ 1L donc (A—rL)™+! = Am*+1 _+™m+11 ce qui acheve la récurrence.

IV.B- La matrice B = A — rL vérifie p(B) <
Dans cette question, on pose B = 1 — rL et on prend A une valeur propre non nulle de B et z un vecteur
propre associé.

IV.B-1)

IV.B-2)

1 1 1
e Soit A € Sp(B) non nulle, alors z = XBz, donc Lz = XLBZ = X(LA —rL)z=0.
e Az=Bz=Az—rlz= Az
e On vient de montrer que VA € Sp(B) non nulle, A € Sp(A), donc VA € Sp(B) ~ {0}, A| < p(A) =7
et par passage au max, on aura p(B) <.

e On a |Allz| = |Az| = |Az| < Alz|, donc t = Alz| — |Al|z] > 0.

On va montrer que ce vecteur est nul.

Si ce vecteur est non nul, alors en considérant m > 1 tel que A™ > 0, on aura d'aprés III — B — 2),

A™t = A(A™z|]) — [AJA™|z| > 0, or z # 0 comme vecteur propre, donc A™|z| > 0, donc il existe ¢ >

tel que A(A™z|) — ]AJA™|z| > eA™|z|, donc A(A™|z|]) > (& + |A|])A™|z|, ce qui entraine par récurrence

simple que Vp € N*, AP(A™|z]) > (e + [A)PA™|z].

On pose C = LA. On obtient CP(A™|z]) > A™|z|, or p(C) = A < 1,donc CP — O et le
A+ ¢ e+ Al

passage a la limite dans I'inégalité CP(A™|z|) > A™|z| aboutit a I'absurdité 0 > A™|z|.

n
On vient de montrer que |Az| = Alz|, donc si on note z = (21, ...,zn ), alors Vi, [[Az[]]; = \Z ayjzi|l =

j=1
n

Zai,jlzjl, c'est une égalité de I'inégalité triangulaire, alors 30 € R tel que Vj,z; = ez, donc
j=1

z = e'®|z| et par suite Az = Az = ePA|z| = 1e'®|z| =1z et z#£ 0, donc A = 1.

e A =r1,donc z € D = Vect(x) et puisque D = Im(L), on aura Lz = z, mais Lz = 0, donc z = 0 ce qui
contredit le fait que z est un vecteur propre.

On conclut donc que p(B) < .
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IV.B-3) (A—tL)™ =B™ =™ ((1/\) — L) , donc (18) = (1}\) —L, orp(B) < r,doncp (18) <1,

T A\™ 1 m
ce qui entraine que lim <TB) =0, c'est a dire <TA> — L.
IV.C- Le rayon spectral de A est une valeur propre simple

V. Matrices carrées positives irréductibles

Dans toute la suite, matrice irréductible signifie matrice carrée positive irréductible.
Dans toute cette partie, A est une matrice positive donnée dans M, (R).

V.A- Premiéres propriétés des matrices irréductibles
V.A-1) A est irréductible si, et seulement si, pour tous i,j € {1,...,n}, il existe dans A un chemin de i a j.

V.A-2) Dans cette question, on doit prendre i # j. (voir I'exemple de la question suivante).
Soit 1 # j, alors d'aprés la question II — A, il existe un chemin élémentaire de longueur <n —1.

0 1 o)

V.A-3) A= o , le circuit 1 — 2 — ... — 1. — 1 montre qu'il existe toujours un chemin
R
1 0

dans A de i a j pour tous i,j € {1,...,n}, donc A est irréductible.
Aen =en_1, A?en =en_3, A" e, =y et At =1,,, donc A™ € {I,,, A, ...,A" 1} or les égalités
précédentes montrent que les matrices A, A2, ..., A" ne sont pas strictement positives, donc A™ n’est
jamais strictement positive et par suite A n'est pas primitive.

V.A-4) Si A n'est pas irréductible, alors 3i,j tel que Vm € N,a{) = 0, donc ¥m € N, [(a?;)™)i; =
[al2™)]; 5 =0, c'est & dire A2 n'est pas irréductible.

0 1
) (2)

A est irréductible. En effet a1 2 = a1 =1>0et a% =a;,=1>0, mais A? n'est pas irréductible.

V.A-5) Soit A une matrice irréductible et supposons que p(A) = 0, alors Sp(A) =0, donc Ym € N*, Sp(A™) =
{0} et par suite Tr(A™) = 0 et puisque A™ > 0, on aura Ym € N* Vi, ag?) =0, ce qui contredit que
A est irréductible.

V.B- Deux caractérisations de l'irréductibilité et une condition nécessaire

V.B-1) A irréductible = B > 0:
Soit 1,]j tel qu'il existe m € {0,...,n — 1} tel que a
agjﬁ) > 0, donc B > 0.
B>0=C>0:
n—1 n—I1
Supposons que B > 0, alors C = Z CTkV]Ak > Z A =B >0.
k=0

k=0

(m
i?j

) . (2) (n—1)
> 0, alors [Blij; = a;j + Ayt et ag; =

C >0 = A est irréductible :
Supposons que C > 0. Si A n'est pas irréductible, alors 3i,j € {1,...,n} tel que Ym al™ = 0, donc

1?]

n—1
Cij = Z ck agcj) = 0, ceci contredit le fait que C > 0.
k=0

V.B-2) e Supposons que A est irréductible et qu'il existe j tel que ¢j(A) = Ae; =0, alors Ym, A™ej =0, cest
a dire Vj, ag?jﬂ =0, ce qui contredit que A est irréductible.
e C'est clair que A est irréductible si, et seulement si, AT est irréductible, donc le résultats précédent
s'applique pour les lignes.

V.C- Deux conditions suffisantes de primitivité
Dans cette question, A est une matrice irréductible donnée.

V.C-1) Soit i,j € {1,...,n}. A étant irréductible, donc Im € {1,...,n — 1} tel que agj?) > 0, d'ou I'existence
d'un chemin dans A, i — ... — j de longueur m.

-Sim=n-—1, alors agn.q) > 0.

-Sim <n—1, alors vu que aj ; > 0 par hypothése on aura en ajoutant au chemin précédent n—1—m
termes égaux a j, le chemin i — ... —j — j — ... — j qui est dans A et de longueur n — 1.

Donc Vi,j,ai’; " >0, c'est a dire A" > 0.
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(ma1)
j?i

V.C-2) e Soit j,k € {1,...,n}, A étant irréductible, donc Imy,m, € {0,...,n — 1} tel que a > 0 et

agn,l” > 0, ce qui assure |'existence des chemins j — ... — 1 de longueur m; et i — ... — k de
b

longueur my, alors le chemin j — ... — i — ... — k de longueur m; + m; de j a k et passant par
i.

e Considérons m le maximum des longueurs de chemins ainsi obtenus, alors m ne dépend pas de j, k et
le fait que a; 3 > 0 nous permet de construire le chemin

j— ... —1—1— ... — k qui est de longueur m ou on a ajouté des i au milieu. Donc a].(j;z) >0
ceci pour tous j, k, donc A™ > 0.

VI. Le coefficient d’imprimitivité
Soit A = (ay,;) dans M (R), avec A > 0.
VI.A- Diagonales des puissances d’une matrice imprimitive

e Soit A une matrice imprimitive de coefficient p > 2. Pour tout m non multiple de p, montrons que
Yie {1,...,T1}, [Am]i’i =0.

- Si 3i tel que [A™];; > 0, alors tr(A™) > 0. Le spectre Sp(A) = {A1,...,An} est invariant par w, donc
Sp(A) ={wAq,..,wA,}, donc Tr(A™) = w™Tr(A™), donc (1 — w™)Tr(A™) =0 et vu que Tr(A™) > 0,
on aura w™ =1, ce qui exige la contradiction, m est multiple de p.

On conclut donc que Vi, [A™]; ; = 0.

m
e Si le résultats de IV — B — 3 tient encore avec A primitive, alors (A) — L et par continuité de la
T

1
trace, T—mTr(Am) — Tr(L) =1, or Tr(A™) =0, ce qui aboutit a I'absurdité 0 =1
VI.B- Une matrice de Weilandt ” modifiée ”

VI.B-1) Les deux cycles dans Z,,, a savoir

1—2—3—.—n—-1—0let2 53— ..—n—1—5n—2

assurent que Vi,j € {1,...,n}, il existe un chemin dans Z,, de i a j, donc Z,, est irréductible.
VI.B-2) e xz, = det(XI,, —Zy).

Avec les opérations élémentaires, C; «+— C; — C,,, puis L, «— L1 + L7, on obtient

X -1 0
X . ) N P . .
Xz, = c'est le polynéme caractéristique de la transposée de la matrice compagnon
L
0 -2 X
0 0
1 0 2

) ) donc xz, = X" —2X.
0 1 0
e Ici p(A) =2"/"1 les valeurs propres A de Z,, tel que [A| = p(A) sont solutions de A"~ ! = 2, donc
I'indice d'imprimitivité est n — 1.
VI.B-3) e Par le théoreme de Cayley-Hamilton , Z* = 2Z,,, donc Z1" ~2n+2 = (zM)™2 72 — (27,,)" % .72 =
2z —n=lz
o |'égalité précédente assure que Z}
de IIT — D, Z,, n'est pas primitive.

2 , . . , N .
—2n+2 p'est pas strictement positive, donc d'apres la conclusion

VI.C- Coefficient d’imprimitivité et polyndme caractéristique
Soit A > 0 dans M (R) une matrice irréductible. On note 1 son rayon spectral.
Soit p > 1 le coefficient d'imprimitivité de A.
Soit XA (X) = X™ + cj, X" K1 4 ..+ ¢, X" son polyndme caractéristique, écrit suivant les puissances
décroissantes et en ne laissant apparaitre que les coefficients ¢y non nuls.

VI.C-1) Soit k € {kq,...,ks}, le spectre est invariant par w, donc

Cx = (—1)k Z }\i1 ---Aik = (—])k Z (1))\11 ...(,U)\'lk = ckwk d’ol (1 — wk)ck =0
1<ii<...<ik<n 1<ii<...<ig<n

et vu que cx # 0, on aura w® =1 et par suite p divise k.

VI.C-2) e Montrons que B est racine de XA .
On pose pour j € {1,...,s}, kj = m;qp, alors (Br)*~™ 9P = (B)~M APy AP — BNy M 9P donc
XA(BT) = B™xalr) =p"0=0. .
e Br € Sp(A) et |Br| = |r|, donc (Br)P = 1P, donc BP =1 = e/ 9, ce qui contredit que ¢ > 2. On
conclut donc que p est le pged des ki, i € {1,...,s}.
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VI.D- Coefficient d’imprimitivité et longueur des circuits

Soit A € M, (R) une matrice irréductible. Pour tout i de [[1,n]], on note L; = {m € N* a

(m) 5 0}

11.

I'ensemble (non vide) des longueurs des circuits de A qui passent par i, et on note d; le pged des éléments
de L@

VI.D-1)

VI.D-2)

V1.D-3)

V1.D-4)

Soit k € {O}u L

( > 0, a] 'S 0et a ) > 0, alors il existe dans A un circuit de longueur r + k + s passant par 1,
(r+k+s

donca >0, cestad|rer+k+s€L et par suite d; divise r+ k +s.

(r) >Oeta(

e De méme a;
(r+s

> 0, alors il existe dans A un circuit de longueur T + s et passant par 1,
donc a; > 0, c'est a d|re T+ s € L et par suite d; divise v+ s.

On aura donc d; divise (r+k+s) — (r+s) =k et ceci Vk € {0}UL;, donc d; divise d; et par symétrie
dj divise dy, ce qui entraine di = d;. Notons dans la suite d cette valeur commune.

A est primitive, donc I3m € N* tel que A™ > 0, d'ou d’apres III — B — 3), A™*! > 0, ceci entraine
que mym+ 1 € L, c'est a dire d divise m et d divise m+ 1, donc d divise m+1—m =1 et par suite
d=1.

Si d n'est pas multiple de p, alors d'apres VI— A, A¢ est 3 diagonale nulle, donc Vi € {1,...,n},d ¢ L;.
De méme 2d,3d, ..., (p — 1)d ne sont pas multiples de p, donc n'appartiennent pas a L; pour tout 1i, et
par suite le pgcd des éléments de L est > pd > 2d, ce qui contredit que d est le pged.

1 n'est pas multiple de p, donc d’aprés VI — A, la diagonale de A est nulle.

a) - Sij ¢ H, oj) =j, donc [xI, — Alj 5(5) = [xIn — Alj; = x, donc H[xln —Aljo() =x"M

J'¢H
- Sij € H, o(j) #j, donc [xI, — Alj o(j) = —aj,4(j), donc H = ) H a5, 0
jJEH jeH
ce qui entraine que (o) = l_I[XIn —A]]-,U(]-).H[xln —Alj o) = (—1)hxn—h H aj o (j)
jeH jgH jeH
b) e (o) =(— “hl_[a](T # 0, donc Vj € H, a;j () > 0, donc

€H
j1 —j2 — . — j:n — j1 est un circuit dans A.
o On vient de montrer qu'il existe dans A un circuit de longueur m, donc m € Lj,, ce qui entraine
que d divise m.
e Soit 0 = cj...cp la décomposition en cycles disjoints oli ¢; de longueur m; > 2 élément de H.

P
- On vient de montrer que d divise my, or h = Z my, donc d divise h.

i=1

c) e xalx) = Z e(o)(—=1)hxm " H aj,0(j)- Du fait que d divise h le polynéme s'écrit de la

o/p(0)#0 jeH
maniére proposée ol les o peuvent étre nulles.

D’apres la question VI — C, p est le pged des qd, donc p est multiple de d.
e On conclut que le coefficient d'imprimitivité d'une matrice irréductible est le pgcd de I'ensemble
des longueurs des circuits de A. C'est le théoreme de Romanovsky.
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