Puissances d'un endomorphisme géométrique

Dans tout le probléemeR® est muni de sa structure euclidienne orientéelleseerapporté a sa base canonique
(orthonormée directe) notée,e,,e,).

On note£(R®) la R algébre des endomorphismesie, M,(R) la R -algébre des matrices carrées d’ordre
3 a coefficients réels et, la matrice identité.

Partie |
5 -1 —
Soit s 'endomorphisme d&R® de matriceS==|—-1 5 —1| dans la base canonique.
3.1 -1 5
1. Calculerdets . En déduire que est un automorphisme de®.

2. Soite/=(111), ¢, =(1—10)ete. =11 2).
2.a  Montrer qude;,e;,e;) estune base d&®.
2.b  Déterminer la matricé’ de s dans la basée/,ej,e5) .

2.c  CalculerS’" et donner une méthode de calcul$ie
(on ne demande pas d’effectuer lesdits calculs).

3.a Lafamille(,,5) est-elle libre dans\,(R) ?
3.b  Montrer queS?peut s’exprimer comme combinaison linéairelgest S .

3.c  Endéduire que pour toute N, il existe un unique couplé:, ,b,) de réels tels qué” =a, I, +0,5 .

3.d  Donner les valeurs dg,b,,a,,b, et exprimer, poun €N, a , etb , enfonction des, etb, .

n+1 n+1

3.e  Montrer que la suitéz, +b,),., est constante, puis que la sufe+1),_, est géométrique.
3.f  Endéduire I'expression de etb pour toutn € N.

4. SoitB=S5-2I,.

4.a CalculerB" pourneN.

4.b  Endéduire I'expression d&' en fonction del, et B pourn eN.

4.c  Comparer avec le résultat de la question 3.

Partie |l
-1 -1 5
Soit f 'endomorphisme d&R® de matriceA==| 5 —1 —1| dans la base canonique.
3.1 5 -1
On poseu= fos ' eton noteU la matrice dex dans la base canonique.
1. CalculerU ; vérifier queu est une rotation vectorielle et queos=sou=f.
2. Soit (e}e5,e3) la famille obtenue en normant les vecteefrs, et e; de la question 1.2.

2.a  Montrer qude,e;,e;) est base orthonormée directe.

2.b  Ecrire la matricd/’ de u dans cette base et caractériser géométriquement
" _no_In

3.a  Exprimer la matrice de dans la basée],e),e}) en fonction deS’ .
3.b  En déduire la matrice dé dans la basée/;e},el).
4.a  Quel est 'ensemble des vecteurs invariantsfpar

4b  Soit P = Vect(] el).



4.b.i Montrer quef(P)=P.

4.b.ii Soit ¢ 'endomorphisme deP tel que pour tout: de P, g(z) = f(z). Montrer queg est la composée
de deux applications linéaires simples que I'omneaitra.



