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Enoncés 1

Suites et séries de fonctions

Propriétés de la limite d’une suite de fonctions

Exercice 1 [ooses ] [Correction]
Etablir que la limite simple d’une suite de fonctions de I vers R convexes est
convexe.

Exercice 2 [o0ss5] [Correction]

Soient (f,) une suite de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f
et ¢ une fonction uniformément continue.

Montrer que la suite de fonctions (g o f,,) converge uniformément.

Exercice 3 [o0ss4] [Correction]

Soient (f,) et (g,) deux suites de fonctions convergeant uniformément vers des
fonctions f et g supposées bornées.

Montrer que la suite de fonctions (f,gn) converge uniformément vers fg.

Exercice 4 [o00886] [Correction]
Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions uniformément continues
d’un intervalle I de R vers R est elle-méme une fonction uniformément continue.

Exercice 5 [o00s78] [Correction]

Soit (f,,) une suite de fonctions réelles continues et définies sur [a;b]. On suppose
que f, converge uniformément vers une fonction f.

Montrer

inf f, — inf
[asb] f [asb] f

Exercice 6 [o00879] [Correction]

On suppose qu’une suite de fonctions (f,,) de [a;b] vers R converge uniformément
vers f: [a;b] — R continue et on considére une suite (x,) d’éléments de [a ;b
convergeant vers z. Montrer

n——+o0o

Exercice 7 [00894] [Correction]
Soient f: R — R une fonction continue et (P,) une suite de fonctions
polynomiales convergeant uniformément vers f.

a) Justifier qu'il existe un entier naturel N tel que pour tout n supérieur ou égal
a N, on ait pour tout réel z, |P,(z) — Py(x)| < 1.
Que peut-on en déduire quant au degré des fonctions polynémes P, — Py
lorsque n > N 7?7

b) Conclure que f est nécessairement une fonction polynomiale.

Exercice 8 [03461] [Correction]

Soit (P,,) une suite de fonctions polynémes de R dans R. On suppose que cette
suite converge uniformément vers une fonction f sur R. Montrer que la fonction f
est polynomiale.

Etude pratique de la convergence d’une suite de
fonctions

Exercice 9 [o0s71] [Correction]
Pour n € N*, on pose

up(z) = 2" Inz avec x € ]0;1] et u,(0) =0

Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (u,),>1 sur [0;1].

Exercice 10 [oos72] [Correction]
Etudier la convergence uniforme de f,: [0;+oo[ — R définie par

T

fn(z) = n(l+ 2

Exercice 11 [oos7o] [Correction]
On pose

up(x) =e™"

“sin(nz) avec z € Ry
a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (u,) sur [0; +o0].
b) Etudier la convergence uniforme sur [a; +oo[ avec a > 0.

¢) Etudier la convergence uniforme sur [0; 4-00[.
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Exercice 12 [o00s73] [Correction]
On pose

2 n

fu(z) =nz®e™™ avec z € Ry

Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur R, puis sur [a; +oo[ avec a > 0.

Exercice 13 [oos74] [Correction]
On pose

fu(z) =

1
maVeCSCER

Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur R puis sur ]—oc; —a] U [a ; +00[ avec

a > 0.

Exercice 14 [oo0s7s5 ] [Correction]
On pose

fn(z) = 2?sin (nla?> pour z € R* et f,(0) =0

a) Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur R.

b) Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur [—a;a] avec a > 0.

Exercice 15 [ 02527 ] [Correction]
Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (f,)
donnée par

fn(x) = sin"(z) cos(x)

Exercice 16 [o02518] [Correction]
Etudier la suite de fonctions (f,,) définie par

2 ,—nz
nx’e
fule) = T— =
Exercice 17 [o02s830] [Correction]
On pose, pour x > 0,
1

folz) = AFa)+ir

Etudier la convergence simple puis uniforme de la suite de fonctions (fp)pene.

Exercice 18 [00s76] [Correction]

On pose
2"y
m pour x S R
x

Fnlw) = 1+n

Sur quels intervalles y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 19 [oos77] [Correction]
On pose

n n+4

fnlz) = 4”(3:2 — 22 1) pour z € [0;1]

Sur quels intervalles y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 20 [ooss1] [Correction]
Soient @ € R et f,,: [0;1] — R définie par

fo(z) =n%2(1 —x)"

a) Etudier la limite simple de la suite (f,,).

b) Pour quels o € R, y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 21 [o02972] [Correction]
Soit, pour n € N, f, la fonction définie sur R} par
fulz) = (1 - %) sizel0;n[et fr(z)=0siz>n
Etudier le mode de convergence de (f,).
Exercice 22 [oosg0] [Correction)]
Soit f,,: Ry — R définie par
€T —n
fulw) = (1+7)
a) Etudier la limite simple de ( fn) et montrer que

Vo € Ry, fn(x) > lim f,(z)
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b) En partant de ’encadrement suivant valable pour tout ¢t € Ry,

t2
tfggln(lth)St

justifier que la suite (f,) converge uniformément sur tout intervalle [0; a]
(avec a > 0).

¢) Etablir qu'en fait, la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur R,

Exercice 23 [oo0s92] [Correction]
Soit fp: [0;1] — R définie par

fu(x) = n?x(1 —nzx) siz €[0;1/n] et f,(z) =0 sinon

a) Etudier la limite simple de la suite (f,,).

b) Calculer
1
/ fn(t)dt
0

Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonction (f,)?

¢) Etudier la convergence uniforme sur [a ;1] avec a > 0.

Exercice 24 [00s91 ] [Correction]
Pour z € [0;7/2], on pose f,(z) = nsinzcos” z.

a) Déterminer la limite simple de la suite de fonctions (fy,).
b) Calculer

/2
I, = /0 fn(x)dx

La suite (f,) converge-t-elle uniformément ?

c) Justifier qu’il y a convergence uniforme sur tout segment inclus dans ]0;7/2].

Exercice 25 [02532] [Correction]

a) Montrer que la suite de fonctions f,,(z) = z(1 + n®*e™"*) définies sur R

pour a € R et n € N* converge simplement vers une fonction f a déterminer.

b) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles il y a convergence uniforme.

¢) Calculer

1
lim (1 +vne ") dz

n—-+4oo 0

Exercice 26 [o02s60] [Correction]
Soit (fn) la suite de fonction définie sur R par

pour n € N

fo(z) =z et frri(z) = %

Etudier la convergence simple et uniforme de la suite (fn)n>0 sur Ry.

Exercice 27 [o02s831] [Correction]
Soit f:[0;1] — [0;1] donnée par

flz) =22(1 —x)

Etudier la convergence de (f,) ot f, est Iitéré n-ieme de f.

Exercice 28 [02970] [Correction]
On note FE l'ensemble des fonctions f: [0;1] — R, continues.

On pose
B(f)(x) = / VI

pour toute f € E.
On pose fo =1 puis f,+1 = ®(f,,) pour tout n € N.
a) Etudier la suite (f,).
b) Soit f = lim(f,).
Trouvez une équation différentielle dont f est solution.
Y a-t-il unicité de la solution nulle en 07

Etude théorique de la convergence d’une suite de
fonctions

Exercice 29 [ooss3] [Correction]
Soit f,,: Ry — R définie par
fal@)=2+1/n

Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément mais pas (f2).
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Exercice 30 [o00s69] [Correction] Exercice 35 [02833] [Correction)]
Soit f,,: R — R définie par On note U I'ensemble des complexes de module 1 et on considére w un complexe

fa(z) =v/22 +1/n de module # 1.

Montrer que chaque f, est de classe C! et que la suite (f,) converge Exprimer une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction

uniformément sur R vers une fonction f qui n’est pas de classe C'. 1
Z

Z—w
Exercice 31 [ooss7] [Correction] soit limite uniforme sur U d’une suite de fonctions polynomiales.
Soit f: R — R une fonction deux fois dérivable de dérivée seconde bornée.

Montrer que la suite des fonctions . .
Exercice 36 [03902] [Correction]

gn:xz—=n(flz+1/n)— f(x)) Soit f: R — R de classe C'. Pour tout n € N*, on pose

converge uniformément vers f’. un(t) =n(f(t+1/n)— f(1))

Montrer que la suite de fonctions (uy),>1 converge uniformément sur tout

Exercice 32 [ oosss | [Correction] segment de R vers une fonction a préciser.

Soit fp: [0;1] — R décroissante et continue telle que (f,,) converge simplement

vers la fonction nulle. . Fonction solution d’équations fonctionnelles
Montrer que cette convergence est uniforme.

Exercice 37 [o00s93] [Correction]

Exercice 33 [ oosso | [Correction] On définit (u,) suite de fonctions de [0;1] vers R par

[Théoréme de Dini] Soient des fonctions f,: [a;b] — R continues telles que la e
suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle. up(z) =1 et VYn € Nyupqi(z) =1+ / w, (t — %) dt
On suppose que pour tout z € [a;b], la suite réelle (f,(x)) est décroissante. On 0
désire montrer que la convergence de la suite (f,,) est uniforme. a) Montrer que pour tout x € [0;1],
a) Justifier existence de nal
. x
nEIfoo ”anoo 0< Un+1($) - Un@) < m

b) Justifier que pour tout n € N, il existe . € [a; ] tel que |[fulloc = fn(@n)- b) En déduire la convergence pour tout z € [0; 1] de la suite (un(z)).

¢) En observant que pour tout p < n, - . . . , .
) quep p= ¢) Etablir que la suite (u,,) converge uniformément vers une fonction « non nulle

frlzn) < fplzn) vérifiant
v (x) = u(z — z?)
montrer que || f,||,, — 0 et conclure.

Exercice 38 [o3s91] [Correction]

Exercice 34 [02969] [Correction] Soit v € [0;1[. On définit (u,,) suite de fonctions de Ry vers R par
Soit I un intervalle ouvert ; soit pour n € N, f,,: I — R une fonction convexe. On .

suppose que (f,) converge simplement. up(z) =1et Vn € NJupq(z) =1+ / Up (7t) dt
Montrer que (f,) converge uniformément sur tout segment inclus dans I. 0
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a) Montrer que pour tout z € Ry,

xn+1
0 < tn1(2) — tin () <

b) En déduire la convergence pour tout x € Ry de la suite (u,(x)).

c) Etablir que la suite de fonctions (u,) converge vers une fonction u non nulle

vérifiant
u'(x) = u(yz)

Exercice 39 [o00903] [Correction]
Pour z > 0, on pose

+o0o
(="
S(z) =
nz::O n+x

a) Justifier que S est définie et de classe C' sur RY.
b) Préciser le sens de variation de S.
¢) Etablir
Ve >0,S(z+1)+S5(x)=1/x
d) Donner un équivalent de S en 0.

e) Donner un équivalent de S en +oc.

Exercice 40 [o3777] [Correction]
Pour x > 0, on pose

a) Montrer que F' est bien définie.
b) Montrer que F est de classe C1, de classe C*°.

c¢) Simplifier
F(z)+ F(z+1)

1 tzfl
F(x) :/ dt
o 1+t

d) Montrer que pour z > 0

e) Donner un équivalent de F en 0 et en +oc.

(n+1)!

Exercice 41 [00913] [Correction]

Pour x > 0, on pose
40 n

1
=2 o3

n=0 k=0
a) Justifier que S est définie et continue sur |0;+oo].
b) Former une relation liant S(z) et S(z + 1).

¢) Déterminer un équivalent de S(z) en +oco et en 0.

Exercice 42 [o0914] [Correction]
Pour tout n € N et tout € Ry, on pose

fo(x) =th(z +n) —thn

a) Etablir la convergence de la série de fonctions 3 f,.

b) Justifier que la fonction somme S = Z:Z% fn est continue et strictement
croissante sur R .

¢) Montrer que
VeeRy,S(x+1)—S(z)=1—tha

d) Etudier la convergence de S en +oc.

Exercice 43 [o03754] [Correction]
Soit f: Ry — R continue décroissante et intégrable.
Montrer I'existence d’une fonction g: Ry — R continue vérifiant

Ve € Ry, g(z +1) —g(x) = f(z)

Exercice 44 [00912] [Correction)]
On rappelle que

+OO:C”
7:I
VmeR,Eon! e
n=

et on pose pour =z > 0,
N~ (D"

5= 2

n=0

a) Justifier que S est définie et de classe C! sur R7.
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b) Préciser le sens de variation de S.
¢) Etablir que
1
zS(x) —S(x+1) = o

d) Donner un équivalent de S en +oc.

e) Donner un équivalent de S en 0.

Exercice 45 [oos9s ] [Correction]
Justifier I'existence de

1 = 1

f(m):E+Zz+n+:rfn

pour tout x € R\ Z.
Montrer que f est 1-périodique et qu’on a

1(5)+1(55) =2

pour tout z € R\ Z.

Exercice 46 [o02974] [Correction]

a) Etudier la convergence de la série de fonctions

400 1

2 Gy

n=—oo

pour z € R\ Z.

b) Soit un réel ¢ > 2. Soit f une fonction continue de R dans R telle que, pour

tout x réel,

1(5)+1(57) =ef@

¢) Montrer que pour tout x réel non entier,

Montrer que f = 0.

+o00 1 2

T
Z (x—n)?2  sin’mz

n=—oo

Exercice 47 [02973] [Correction)]
Trouver les fonctions f € C ([0;1],R) telles que

Vo € [0;1], f(z) =

Exercice 48 [o03978] [Correction]

a) Montrer qu’il existe une unique fonction f: ]0;4o0o[ — R de limite nulle en

+o00 et vérifiant .

Vx>0,f(x)+f(x+1):ﬁ

b) Montrer que f est continue et intégrable sur [1;+o0l.

/1 = F(t)dt

¢) Calculer

Exercice 49 [o4104] [Correction]
On étudie I’équation fonctionnelle

(E): f(22) = 2f(z) — 2f(x)

a) Quelles sont les solutions constantes sur R ?

b) Soit h: R — R. On pose f(x) = zh(z) pour tout 2 € R. A quelle condition
sur h, la fonction f est-elle solution de (E)?

¢) On définit par récurrence une suite de fonctions de R dans R en posant :
ho: x +— 1 et, pour tout n € N,

o) = (5) 5 1 (3))

Pour z € [0;1], soit T, : y — y — xy?/2. Montrer que T}, est 1-lipschitzienne
sur [0;1] et que T, ([0;1]) C [0;1].
Montrer que la suite (hy,)nen converge uniformément sur [0;1].

d) Montrer que 1’équation (E) admet une solution continue et non constante sur
[0;1].

e) Montrer que ’équation (E) admet une solution continue et non constante sur
Ry.
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Etude de la convergence d’une série de fonctions a) Etudier les convergences de la suite de fonctions (f,).
b) Etudier les convergences de la série de fonctions > fn

Exercice 50 [ 00895 ] [Correction]

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions Exercice 55 [ 02838 ] [Correction]

Soient € R et sin € N,

fu(x)

avecn > letzeR

T nZ a2 Un: x €051 = n%2"(1—2) R

Etudier le mode convergence de la suite de fonctions (u,), puis de la série de

Exercice 51 [oo0s96] [Correction] fonctions 3 un.

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série des fonctions
N Exercice 56 [00ss2] [Correction]
folz) = (=1 aveen>letzcR Soient f: [0;1] — R continue et f,,: [0;1] — R définie par

ne ful) = 2" 1 (2)

a) Former une condition nécessaire et suffisante sur f pour que la suite de

Exercice 52 [ 00897 ] [Correction] fonctions (f,) converge uniformément sur [0;1].
On note 1; la fonction caractéristique d’un intervalle I :

b) Montrer que la série de fonctions Y f,, converge uniformément sur [0;1] si, et

. seulement si, f(1) =0 et f dérivable en 1 avec f/'(1) = 0.
1 sizel
L) = {0 sinon
Exercice 57 [03205] [Correction]
Etudier la convergence simple, uniforme et normale sur [0; 40| de la série des Soit (an)nen une suite réelle positive et décroissante. Pour tout n € N, on pose
fonctions ) Un(x) = anz™(1 — x) avec x € [0;1]
un(z) = n+1 I ta(@) a) Montrer la convergence simple de la série de fonctions > u,,.

b) Montrer que cette série converge normalement si, et seulement si, il y a
convergence de la série Y a, /n.

Exercice 53 [03770] [Correction] ¢) Montrer que la série de fonctions Y u,, converge uniformément si, et
On consideére la série des fonctions seulement si, a,, — 0.

fulz) = nate= ™"
Exercice 58 [02839] [Correction]
définies sur R. On pose N
Etgdler sa convergence simple, sa convergence normale et sa convergence uo(x) = 1 et upyr () = / un(t — 12) dt
uniforme. 0
pour tout réel x € [0;1] et tout entier naturel n.
Montrer que la série de terme général u,, est normalement convergente.
Exercice 54 [o037s85] [Correction]

On introduit 'application sur [0; 4o00] Exercice 59 [0s0ss | [Correction]

. ) -
e Soit u,: x € Ry +— (TTn2a)z avec n e N.

foz @ n! Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de S u,, et > u,.
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Fonctions zéta Exercice 63 [00909 ] [Correction)]
On pose
+oo n
Exercice 60 [oo0907] [Correction] Golz) = Z (—1)
On pose 2 = T
+oo
C(x) = % Montrer que (> est définie et de classe C* sur |0;4o0].
n=1
a) Montrer que la fonction ¢ est définie et de classe C* sur |1; +o0[.
s . ., . Exercice 64 [o03s853] [Correction]
b) Etudier monotonie et convexité de la fonction (. Déterminer la limite quand z — 0+ de
c¢) Déterminer la limite de la fonction ¢ en +oo.
+o0 n
d) Déterminer un équivalent de la fonction ¢ en 17. Co(z) = Z (=t
e) En exploitant I'inégalité de Cauchy-Schwarz établir que z — In({(z)) est =
convexe.
Exercice 65 [o00s99] [Correction]
Exercice 61 [02834] [Correction] Soient oo £20 (_ynt
Six > 1, on pose _ 1 _ -)"
+oo 1 C(I) o Z nT et Cz(x) o Z nx
C(ﬂ?) _ L n=1 n=1
—nt a) Déterminer les domaines de définition des fonctions ¢ et (o.
a) Quelle est la limite de ¢(z) quand z — +o0? b) Justifier que les fonctions ¢ et {2 sont continues.
- . . _ l1—2
b) Pour quels réels = la série ) %x” converge-t-elle 7 ¢) Etablir la relation (3(z) = (1 —2777)((z) pour tout z > 1.
c) Si
=2 ¢(n) Intégration de la somme d’une série de fonctions
F(z) = Z ="
n=2 n
Exercice 66 [00900] [Correction]
montrer que F est continue sur [—1;1[ et de classe C* sur |—1;1]. Soit
d) Donner une expression plus simple de F'(z) W(w) = +ZOO 1
N \n—Ton +x
) . Justifier et calculer
Exercice 62 [ 00908 ] [Correction] 1
On pose / Y(z)de
+00 0
(=n"
Go(z) = -
n=1 n

Exercice 67 [oo0911] [Correction]

Montrer que la fonction ¢y est définie et de classe C* sur ]0; +ool. On pose

Up(z) = (=1)" 22" 2 Ing pour x €]0;1] et u,(0) =0
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a) Calculer
+oo
n=0

b) Montrer que la série des u,, converge uniformément sur [0;1].

¢) En déduire 1’égalité

Y ng > (—1)ntt
do=S 2
/0 1+a2 " Z(2n+1)2

n=0

Exercice 68 [00920] [Correction]

On donne N
o0
2 chmrae 1
Va € [0;1], = - —
o €[0:1] ;aQ—f—nQ 7Tsh7704 o

(prolongée par continuité en 0).
En intégrant sur [0;1], en déduire la valeur de

(%)

n=1

Limite et comportement asymptotique de la somme
de série de fonctions

Exercice 69 02558 ] [Correction]
Ensemble de définition et continuité de

+oo
fla)y=2 e="
n=0

En trouver la limite en 400 et un équivalent en 0.

Exercice 70 [o00139] [Correction]
Pour ¢t > 0, on pose
= (D)

S(t)zzntJrl

n=0

Déterminer la limite de S(t) quand ¢t — 0%.

Exercice 71 [00910] [Correction]
Pour n > 1 et x € R, on pose

22
@) =(-1)"In{14+ ——
un(z) = (=1) n( +n(1—|—x2)>
a) Etudier la convergence uniforme de la série de fonctions 3 u,,.

b) Déterminer la limite de sa somme en 4o00. On pourra exploiter la formule de
Stirling

Exercice 72 [00917] [Correction]
Déterminer la limite de

Exercice 73 [oo0918] [Correction]
Montrer que pour tout o > 0,

(6%

n k no e
S (1) =
n n—+oo e — 1

k=0

On pourra exploiter le théoréme d’ interversion limite/somme infinie.

Exercice 74 [o00919] [Correction]
Par une interversion série-limite, montrer que pour tout z € C

(1+Z>p s exp(2)

p p—r—+o00
Etude pratique de fonctions somme de série

Exercice 75 [oo901] [Correction]

Pour =z > 0, on pose
400

S@=3

n=1
a) Montrer que S est bien définie sur R*.

b) Montrer que S est continue.
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¢) Etudier la monotonie de S. a) Pour quelles valeurs de « dans R, S(x) est définie?

d) Déterminer la limite en +o0o de S puis un équivalent de S en +oc. b) Former une relation entre S(z) et S(1/x) pour x # 0.

e) Déterminer un équivalent a S en 0. ¢) Etudier la continuité de S sur [0; 1] puis sur |1 ; 4o0[.
d) Dresser le tableau de variation de S.

Exercice 76 [oo0902] [Correction]

Sur I =]—1; 400, on pose Exercice 79 02837 ] [Correction)]
+oo g 1 On pose
S(x) = - — X
;n n+x S(a:):zl+xn
n=0

a) Montrer que § est définie et continue sur I. Etudier le domaine de définition, la continuité, la dérivabilité de §. Donner un
b) Etudier la monotonie de S. équivalent de S en 0 et en 1™
c¢) Calculer

S(x+1) - S(z)
d) Déterminer un équivalent de S(z) en —17F.
e) Etablir

Exercice 80 [03203] [Correction]
Définition, continuité et dérivabilité de

1 = T

f) En déduire un équivalent de S(z) en +oo.

Exercice 81 [02529] [Correction]
Montrer que

Exercice 77 [oo0906] [Correction] +oo
Soit oo flz)= Z 3 arctan(nz)
o)=Y e
n=1 est continue sur R et de classe C! sur R*.

a) Quel est le domaine de définition de f?

Etudier la continuité de f sur celui-ci.
Exercice 82 [o03427] [Correction]

b) Montrer que f est strictement décroissante.
) que f Pour n € Net x € Ry, on pose

¢) Etudier la limite de f en +oc.

d) Déterminer un équivalent simple de f(z) quand z — 0F. uy, (z) = arctany/n + z — arctany/n
a) Etudier Dexistence et la continuité de la fonction S définie sur R par la
Exercice 78 [00915] [Correction] relation oo
Pour = > 0, on pose o S(z) = Z Un ()
" n=0
S) =) ——
T; 1422 b) Déterminer la limite de S en +oo.
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Exercice 83 [03797] [Correction]

On étudie
+oo 1
flw) = ;::1 n2 + x2

a) Montrer que f est définie et de classe C! sur R.

b) Donner, a ’aide d’une comparaison intégrale, un équivalent de f au voisinage
de +o0.

¢) Donner un développement limité a 1’ordre 2 de f en 0. On donne

“+o0 2 “+o0 4
1 1

E — =1 et E — -
n?2 6 n* 90

n=1 n=1

Exercice 84 [03194] [Correction]
Définition, continuité et classe C! de

T — i (,;)n sin (%)

Exercice 85 [o00904 ] [Correction]
Pour ¢ > 0, on pose
too (=1)"

S<t):21+nt

n=0

a) Justifier que S est définie et continue sur 0 ; +oo.
b) Etudier la limite de S en +oco.
¢) Etablir que S est de classe C* sur |0 ; 4-00].

Exercice 86 [03644] [Correction]
Pour z € R, on pose

“+o0
S(r) =32 (-1
n=1

a) Montrer que la fonction S est bien définie et étudier sa parité.
b) Montrer que la fonction S est continue.

¢) Déterminer la limite de S en +oo.

Exercice 87 [00916] [Correction]
Pour tout z € R\ {—1} et n € N* on pose
-1 n—1 n
un(z) = (Gt YA
n 14 2n
a) Justifier que la fonction f: z — Z:g up(x) est définie sur R\ {—1}.
b) Etablir que pour tout x # 0,

+
3

(_1)77,71

fl@)+ f(1/x) =

3
Il
-

¢) Etablir que f est continue sur ]—1;1[ puis que f est continue sur |—oo; —1[ et
115400l
d) Etablir la continuité de f en 1.

Exercice 88 [02835] [Correction]
Siz > 0etneN* soit

nn!
fol®) = 503
[Ti=o (z + k)
a) Montrer V'existence de I'(x) = limy,,— 1 oo frn ().

b) Montrer

InT(x) :—lnx—7$++§ (%—ln (1+%))

n=1

c¢) Montrer que I est une fonction de classe C*.

Exercice 89 [o0905] [Correction]
On fixe a > 0 et on pose

fulz) = e " et flz) = an(.%‘)

n=0

a) Domaine de définition de f?
b) Continuité de f?
¢) Etudier lim,_, 4o f(z).
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Exercice 90 [ 02836 ] [Correction]
Soit « un réel. Pour tout entier n > 0 et tout réel x, on pose

n*re "
up () = Rl

On note I le domaine de définition de
o0
S: x> Z Un ()
n=0
Déterminer 1.

)
b) Montrer que S est continue sur R .
) A-t-on convergence normale sur Ry ?
) On suppose a > 2. Montrer que

o0

> w(1/n)

k=n-+1
ne tend pas vers 0 quand n tend vers 4oc0.
La convergence de la série de fonctions Y u,, est-elle uniforme sur 17

e) Etudier la continuité de S sur I.

Exercice 91 [o2971] [Correction]

Soit des suites réelles (a,) et (z,,) avec a,, > 0 pour tout n.

On suppose que la série de terme général a, (1 + |z,|) converge.
On pose

f:R%R,xHZan\m—xﬂ

n=0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

Exercice 92 [o04070] [Correction]
Pour n € Net x € Ry, on pose

un(x) = arctan (n + ) — arctan (n)

a) Etudier Dexistence et la continuité de la fonction S définie sur R par la
relation

+oo
S(x) = Z Up ()
n=0

b) Déterminer la limite de S en +oo.

Exercice 93 [o4071] [Correction]
Pour z € [0;+o00[, on pose

+oo

S@) = (=1)""In (1+ %)

n=1

Montrer que la fonction S est bien définie, de classe C' et préciser son sens de

variation.

Suites et séries de fonctions vectorielles

Exercice 94 [o1186] [Correction]
Soit E une algébre de dimension finie munie d’une norme ||-|| vérifiant

Va,b € E, [|ab]| < |al| [|b]

a) Soit a € F vérifiant ||a|| < 1. Montrer que 1g — a est inversible et exprimer

son inverse comme la somme d’une série.
b) Montrer que 'application z € U(E) — 2~ est continue en 1.
¢) Montrer que P'application x € U(E) — x~! est continue.

Exercice 95 [04095] [Correction]

a) Pour quel z € C peut-on définir
00 1

f(Z)ZZm?

n=1

b) Etablir que la fonction f est continue sur le domaine correspondant.

Exercice 96 [o00574] [Correction]
On suppose M., (K) muni d’une norme ||.|| vérifiant

VA, B € Mn(K), [|AB|| < [|A[|[|B]]
Soit A € M, (K). Pour [t| < 1/||A]||, on pose

+oo
fley="> 1A
k=0
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a) Montrer que f est bien définie et que f(t) = (I —tA)~ L.
b) Justifier que f est de classe C! et que f/(t) = A(I —tA)~2

Exercice 97 [oo0573] [Correction]
On suppose M,,(K) muni d’une norme notée ||.|| vérifiant

VA, B € Mn(K), [|AB|| < [[A] || B]]

Soit A € M, (K). Pour [t| < 1/||A|| on pose
400 1
t)y=> —tha*
=37

a) Montrer que f est bien définie.

b) Justifier que f est de classe C! et que

(I—tA)f'(t) = A
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Supposons que la suite (f,,) converge simplement vers f sur I avec chaque f,

convexe.
Pour tout a,b€ I et A€ [0;1] on a

A la limite quand n — o0, on obtient
fAa+ (1=2)b) <Af(a) + (1= A)f(b)

ce qui fournit la convexité de f.

Exercice 2 : [énoncé]
Par uniforme continuité, on a

Ve>0,3a >0,z -yl <a = |g(z) —g(y)| <e
Pour n assez grand, on a
Ve el |fu(r) - f(z)] < @

et donc

Vo eI, |g(fulz)) —g(f(z))] < e

Ainsi, il y a convergence uniforme de (g o f,,) vers go f.

Exercice 3 : [énoncé]
On peut écrire

[ fngn = falloe < 1fnlloo 19n = 9lloe + 19llco 1fn = flloo

Or || fallo = |1 fllo et donc la suite (|| fn||,,) est bornée car convergente. Par

opération sur les limites, on obtient alors

[fngn = f9lleo < 1 fnllo lgn = 9lloe + glloe [1fn = Fllc =0

car [[fo = flloo = 0 et flgn = glloe = 0.

Exercice 4 : [énoncé]

Soit (f,) une suite de fonctions uniformément continue de I vers R convergeant
uniformément vers f: I — R.

Soit € > 0. Il existe n € N vérifiant || f — f,| <e.

La fonction f,, étant uniformément continue, il existe o > 0 vérifiant :

Ve,ye |z -yl <a = [fu(z) = fuly)| < ¢

Or
[f(x) = fW)| < [f(@) = fa(@)] + [fal@) = fa(W)| + [fu(y) = F(y)

donc
Ve,y€ |z —yl <a = [f(z) — fly)] <3¢

Ainsi f est uniformément continue.

Exercice 5 : [énoncé]
Posons

Puisque la fonction f,, est continue sur le segment [a;b], cet infimum est une
valeur prise par f,, et donc il existe t,, € [a;b] tel que

My = fn(tn)
Montrons que m,, — m avec
m = inf
t€[a;b] f

La fonction f est continue car limite uniforme d’une suite de fonctions continues
et donc il existe to € [a;b] pour lequel

m = f(teo)

Pour tout € > 0, on a pour n assez grand,

[fn—Fllo <e

et donc

m”_fn(tn)zf(tn)_5>m—5
et

m = f(te) > fr(tec) —€>my —¢
Ainsi

On peut alors affirmer m,, — m.
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Exercice 6 : [énoncé]
On a

Soit € > 0. 1l existe n; € N tel que

Vn > ny, ||fn - f“oo,[a;b] <e

et il existe ny € N tel que

Vn = ng, [f(zn) = f() < e

car f(x,) — f(x) en vertu de la continuité de f.
Pour ng = max(ni,n2), on a

Vn > no, | fa(en) = f2)] < 2¢

Exercice 7 : [énoncé]

a)

Pour € = 1/2, il existe N € N tel que
Vi > N, ||Po = fll. < 1/2

et donc ||P, — Pn|, < 1.
Seules les fonctions polynomiales constantes sont bornées sur R donc P,, — Py
est une fonction polynomiale constante. Posons A, la valeur de celle-ci.

On a

An = P,(0) — Pn(0) — f(0) — Pn(0) = Ao
et donc (P,) = (Pny + P, — Py) converge simplement vers Py + A. Par
unicité de limite f = Py + Ao est une fonction polynomiale.

Exercice 8 : [énoncé]
Pour € =1, il existe un rang N € N tel que

Vn > N, P, — f est bornée et ||P, — f| <1

Pour tout n > N, on peut alors affirmer que le polynéme

P, — Py =(P,— f)— (Py — f) est borné et donc constant. Puisque la suite (P,)
converge uniformément vers f, la suite (P, — Pn)p>n converge uniformément
vers f — Py. Or cette suite étant formée de fonctions constantes, sa convergence
équivaut a la convergence de la suite de ces constantes. En posant C' la limite de
cette suite, on obtient

f=Pn+C

et donc f est une fonction polynome.

Exercice 9 : [énoncé]
Les fonctions u,, sont continues sur [0; 1] pour n > 1 et dérivables sur ]0; 1] avec

ul (z) = 2" (1 +ninx)

Le tableau de variation de u,, donne

1
SUp |ty | = —un(e7V") = — -0
[051] ne

La suite de fonctions converge donc uniformément sur [0;1] vers la fonction nulle.

Exercice 10 : [énoncé]
Pour x € [0;400[, fu(z) — 0 car [f,(z)| < .

On a )
n(l+zx") —n°z™ 1+(1—n)x™
[AE A R s )
n2(1+ zm) n(l+ zm)
Posons x,, = {/1/(n—1).
T 0 Ty +00
falz) |0 A M, N\, O
donc o)
©/1/(n —1 efiln n—1
alloe = Mo = fulwn) = 0D CEET

n(l+ ﬁ)

n—1

Il y a donc convergence uniforme vers la fonction nulle.

Exercice 11 : [énoncé]

a) Soit z € [0;+o0].
Si x = 0 alors u,(z) =0 — 0.
Si x > 0 alors up(z) — 0 car e™™* — 0.
La suite de fonctions (u,) converge donc simplement vers la fonction nulle
sur Ry.
b) On a

sup Jup(z)| <e ™ =0

z€[a;+oo|

donc il y a convergence uniforme sur [a; +00[ avec a > 0.
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c¢) Puisque
||un||OO > un(ﬂ'/Qn) = e_ﬂ/Q /-0

il n’y a pas convergence uniforme sur R .

Exercice 12 : [énoncé]
fh(x) =nz(2 —nxz)e ", le tableau de variation de f,, donne

4
=—e 250
n

sup ‘fn| = f77(2/n)
Ry

donc il y a convergence uniforme sur R et donc a fortiori sur [a;+o00].

Exercice 13 : [énoncé]
fn(0) = 1 et f(x) — 0 pour x # 0. La fonction limite n’étant pas continue, il n’y
a pas convergence uniforme sur R. En revanche si x| > |a| alors

1

|fn(z)] < m —0

donc il y a convergence uniforme sur |—oo; —a] U [a; +o0o[ avec a > 0.

Exercice 14 : [énoncé]

a) Pour tout z € R, nul ou non, on a f,(z) — 0. Il y a convergence simple vers
la fonction f nulle. On a

1 x
— ~ 2 - =
fal) f<x)a:~>+oox x nr n :r:)oo e
La fonction f,, — f n’étant pas bornée sur R, il n’y a pas convergence
uniforme sur R.
b) Sur [—a;al,
2
x x a
faw) < =<8y

via |sint| < |¢|. Par suite il y a convergence uniforme sur [—a;al.

FIGURE 1 — Les premiéres fonctions de la suite (f,)

7

Exercice 15 : [énoncé]

Pour z # [7] on a [sinz| < 1 et donc fy,(z) — 0.

Pour z = [7], cosz = 0 et donc f,,(z) =0 — 0.

Ainsi (f,) converge simplement vers la fonction nulle.

Par 27 périodicité et parité on ne poursuit 1’étude qu’avec = € [0;7]. La fonction
fn est dérivable avec

INEINIE

f(@) = sin" (@) ((n + 1) cos(x) — 1)

On peut dresser le tableau de variation de f,, sur [0;7] et on obtient

1 1 \"* 1
(i) = () e

La suite de fonction (f,) converge donc uniformément vers la fonction nulle.

sup |fn| =
R

Exercice 16 : [énoncé]

fn est définie sur R* et peut étre prolongée par continuité en 0 en posant sur
fn(0) = n.

Pour z <0, fp(z) — +o0.

Pour z > 0, fp(z) — 0.

Ainsi, (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur R .

Il ne peut y avoir convergence uniforme sur R* car alors, par le théoréme de la
double limite :

lim f,(x)

lim lim fn (I) = ngrf}oo x—0t

r—0+ n—+4o0
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donne 0 = +o0. Exercice 19 : [énoncé]
Pour a > 0, sur [a;+0o0], On a
)] < P sup |fu(@)] = fu (1/V2) =471 = 400
n(z)| < 1_ o z€[01]
et par étude fonctionnelle nz? e="* < 2 ¢? (maximum en z = 2/n) donc il n’y a donc pas convergence uniforme sur [0;1].
) Or 1/ */2 — 1 et donc d’aprés le tableau de variation de f,,, pour tout a € [0; 1],
de 50 on a, pour n assez grand,

n . < -0
Hf ||oo,[a,+oo[ — TL(]. _ efaZ)

sup |fn(z)] = fn(a) =0

qui donne la convergence uniforme sur [a; 400l £€[0:a]
;

Ainsi il y a convergence uniforme sur [0;a]. En revanche il n’y aura pas

Exercice 17 : [énoncé] . i . .
convergence uniforme sur les intervalles non singuliers contenant 1.

Quand p — 400,

1 1
fo(x) = » - = f(z)
(14 a2)tt/ 1+ Exercice 20 : [énoncé]
On a Aty 1
)/ —
f(x)—fp(l"):m a) Siz =0 alors f,(z) =0— 0.

Si 2 €]0;1] alors f,,(x) — 0 par comparaison des suites de référence.

Or, pour « € ]0; 1], la fonction x — (1 4 2)® est concave ce qui permet d’affirmer
b) fl(z) =n%(1—2)" —n*Mz(1 —z)" 1 =n*(1 —2)" " 1(1 - (n+ 1)z).

0<(l+a)*<l+ax Apres étude des variations
pour tout z > 0 et donc n
ol =2 (557) =77 (1= 737)
nlilooc — Jn =n -
5@ = o)l S T < s ntl) "0 I\ el
p+a)t/e “plta ~p

i 1 . Or —n_lH ~ L et
Puisque ||f — prOO’R+ < 4, la convergence est uniforme sur R.

<1 1 ) _ nIn(l=5hy) _ —lo(l) _y o1

Exercice 18 : [énoncé] n+1

La suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle et et

don || fn o ~

e
sug | fo ()] = fn(i1W) _ V% S 4oo Il y a convergence uniforme si, et seulement si, a < 1.
TE

il n’y a donc pas convergence uniforme sur R.

Or £1A/n2™ — 0 et donc d’apres le tableau de variation de f,, pour tout a > 0, E)fercice 21 : [énoncd]
on a, pour 1 assez grand, Soit © € Ry. Pour n assez grand

sup | fn(z)| = fnla) =0 fal) =1 —z/n)" =exp(nln(l —z/n)) — e *
z>a n—-+o0o
Ainsi, il y a convergence uniforme sur [a; +o00[ et de méme sur |—oo; —al. La suite (f,) converge simplement vers f: x +— e~ avec f, < f.
En revanche, il n’y aura pas convergence uniforme sur les intervalles non singuliers Etudions é,, = f — f, > 0.
contenant 0. Pour = € [n;+oo], dp(z) = e * <e ™
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gour zel0;n], dp(x)=e®—(1—z/n)" et & () =—e "+ (1—a/n)" "
on(z)=n—-1)In(l—2/n)+=a
On a

n—1 1 x—1

Phle) == +1=

n xz/n—1 x—n

est du signe de 1 — .

Par étude des variations de ¢,,, on obtient lexistence de z,, € [0;n[ tel que

on(x) >0 pour z < x, et pu(x) <0 pour z > x,,. On en déduit que pour = < x,,,
8! (x) > 0 et pour & > x,, 0 (z) < 0. Ainsi

Ln Tn Ln

8l o = Baea) = (1= 22)" = (1= 22" = Zn

n n n
Puisque la fonction x — x e~ est bornée par un certain M sur R, , on obtient

M
||5ﬂ||oo,[0,n[ < ?

Finalement
M
100l oo, (0,400 < max e —0

On peut donc affirmer que la suite (f,,) converge uniformément sur R vers f.

Exercice 22 : [énoncé]

a) fu(z) =exp(—nIn(l+ %)) = exp(—z +o(1)) = e~ = f(x).
On sait In(1 +¢) <t donc par opérations : f,(z) >e™*

b) On sait
2
t——<In(l+¢) <t
donc )
x x x
———<In(l+-)< —
n n2_n( +n)_n
puis

x

2
e < fu(z) <e I =e Telm

Sur [0;a) on a e < e2n — 1.

Pour € > 0, il existe V € N tel que pour tout n > N,

1| <

On a alors pour tout = € [0;al,

fa(@) = f@)] S e (/20 —1) < e/ 1 <

Par suite f, v, f-
[0;a]
¢) Les fonctions f,, sont décroissantes donc
Vo > a,fn(l') < fn(a’)

Soit € > 0.
Puisque e™* — 0, il existe a € R tel que Vx > a,

a——+oo
e ¥ <e/3
Puisque f,(a) — e~ %, il existe N € N tel que

Vn > N, |fala) —e | <e/3

Mais alors Vx > a,

|fa(@) —e | < fa(z) +e " < fula)+e " < (fala) —e @) +e “+e " <e
De plus, f, [(;—U]> f donc il existe N’ € N tel que

Vn > N' Vo € [0;a] |fu(z) —e | <&

Finalement
Vn > max(N, N'),Vx € Ry,

fulx) — e_'"”] <e

Ainsi f, o, f-
Ry

Exercice 23 : [énoncé]

a) Pour x =0, f,(x) =0 et pour = > 0, on a aussi f,(z) = 0 pour n assez
grand. Par suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

b) On a
1 1/n 1 1
Z;h@yuzll ﬁﬂl—mﬁM:1;M1—Mdu:6

Il n’y a pas convergence uniforme de la suite (f,,) puisque

/Olfn(t)dt H/OIOdt
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c¢) Pour n assez grand, supj,q) | fn(2)] = 0 donc (f,,) converge uniformément vers
0 sur [a;1].
Exercice 24 : [énoncé]

a) Pour x =0, f,(z) =0— 0. Pour z € ]0;7/2], cosz € [0;1] donc f,(x) — 0.

b) Directement

I, = |— cos"tl gz =
" [n—|—1 ]O n+1

donc I, —» 1 # foﬂ/z 0.dx et il n’y a pas convergence uniforme.
¢) On a
z |0 T /2
o]0 7 falzn) N\ O
avec x,, = arccos nff_l —0et

fulzn) = L N\/Z% 400

(1 + 1/n)(n+1)/2

Soit [a;b] C]0;7/2]. On a a > 0 donc & partir d'un certain rang z,, < a et
alors sup(g [ fn| = fn(a) — 0 donc il y a convergence uniforme sur [a; b].

Exercice 25 : [énoncé]

a) En distinguant le cas x = 0 du cas général, on obtient que la suite de fonction
(fn) converge simplement vers la fonction f donnée par f(z) = x.

b) Par étude des variations de f,(x) — f(x), on obtient qu’il y a convergence
uniforme si, et seulement si, o < 1.

¢) Par un argument de convergence uniforme, on peut échanger limite et
intégrale

1 1
1
lim (1 +v/ne ™) dx = / xdx = B
0

n—-+oo 0

Exercice 26 : [énoncé]
Pour z > 0, la suite numérique (f,(x)) est une suite homographique.
L’équation r = ﬁ possede deux solutions 1 =v/1+xz —1etro = /1 4+ 2 — 1.

Posons (@)
_ Jn(x) — 11
gn(x) - fn(:c) —
On a
@) fn(x) =712+ 79
() = e = e = ()
2+ fu(@) 2472 n\L) =72 "
avec
o 24+ T2 - T
p= 247 B o
Puisque |p| < 1, la suite géométrique (g, (z)) converge vers 0.
Or apres résolution de ’équation
o In (LC) -
gn(l') B fn(x) -T2
on obtient (@)
1 — gn\T)T2
) = ——"—77—"=
et on en déduit que la suite numérique (f,,(x)) converge vers ry =1+ — 1.

Finalement, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction

foo: x—=y/14+2x—1.

Puisque les fonctions f, sont rationnelles de degrés alternativement 0 et 1, la
fonction |f, — fo| ne peut-étre bornée sur Ry car de limite +00 en +00; il n’y a
donc pas convergence uniforme sur Ry.

En revanche, on peut montrer que la suite de fonctions (f,,) converge
uniformément vers f., sur [0;a] pour tout a > 0.

En effet

fuli) = frole) = 72550

D’une part, la fonction x — 3/1 + x est bornée sur [0;al.

D’autre part,
(@) Vit+zx -1
n(2) = | 7——
g Vit+zx+1

14z

rgo(x)

Sur [0;a], la fonction
V1+z — 1'
T [e———
vV1+z 41
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admet un maximum de valeur < 1 et puisque la fonction continue gy est bornée
sur [0;a], on peut montrer que la suite de fonctions (g,) converge uniformément
vers la fonction nulle sur [0; al.
La relation ()

In T

z)— ) =———"7=31+4+z
ule) = fol) = T2 TSN/ TT

permet alors d’établir que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers
foo sur [0;al.

Exercice 27 : [énoncé]

On remarque que la fonction f est bien définie et méme qu’elle prend ses valeurs
dans [0;1/2] plutét que [0;1].

On remarque aussi que f(1 —z) = f(z). Pour étudier le comportement de la suite
(fn(a)) = (f"(a)), on peut se limiter au cas ot a € [0;1/2].

Etudier le comportement de la suite des itérés (f™(a)) équivaut & étudier la suite
récurrente définie par

up = a et upy1 = fuy)

On observe
Upt1 — Up = Up(l — 2u,) >0

La suite (u,) est donc croissante.

Si a = 0, cette suite est en fait constante.

Si a > 0 cette suite converge vers une limite ¢ vérifiant f(¢) = £. Apres résolution
de cette équation, on obtient que cette limite ne peut qu'étre 1/2.

On peut alors affirmer qu’il y a convergence simple de la suite de fonctions (f,)

vers la fonction
Fioes 1/2 s%xG]O;l[
0 siz=0o0ul

Par non continuité, il y a non convergence uniforme sur [0; 1].
En revanche la croissance de f sur [0;1/2] permet d’assurer que

Va €10;1/2],Va € [a;1/2], fu(x) = fn(a)

ce qui permet de justifier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) sur
[a;1 — a] pour tout a € ]0;1/2].

Exercice 28 : [énoncé]

a) On vérifie sans peine que la suite (f,,) est bien définie.

ﬁ@ﬂZ%h@ﬁz%ﬁ“““

Si f(z) = az® alors
O(f)(z) =\/a/01 P12 dt = 62‘162335/24'1

Ainsi f,,(7) = a,z%" avec

B

2/an

n =———ct [, === 1
e R
On a on 1
Bn = 1 —2
et, pour n > 1,
2\/0471
Qpy1 = ———
4 L1
271—1
On a
?\/an+1 2/ay,
Up42 — Opy1 = 1 1
Or 2™ > 27! donne
2 < 2
T = 1
4— 5% 4 — 5

donc

2
Otz — Qny1 < ——— (/g1 =)

T~ 9n—1

Puisque a1 = ay, on obtient alors par récurrence que la suite (a,) est
décroissante.

Etant aussi minorée par 0, elle converge et en passant la relation de
récurrence a la limite, on obtient

a, = 1/4
On en déduit que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la
fonction
Z 2
x> (=
Jia (2)
De plus

Fal@) = £(z) = oy (2% —2?) + (an - i) 22

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections 21

Puisque 3, <2, on a pour tout z € [0;1] et en exploitant e* < 1+ u

2
0 <afn —2? :/ [In(z)| 2 dt

< (2= Ba) In(z)] .2’ < (2~ B,) In(z)| z
Puisque la fonction x — « [In x| est bornée par 1/e sur [0;1],

ngﬁ"—x2§2—ﬁn

et ainsi |fn(2) = f(2)] = an(2 = By) + <ani>

et ce majorant uniforme tend vers 0.
Il y a donc convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) vers f.

b) La relation .
Frnl@) = [ VE@a

donne a la limite

ﬂm=éﬂﬁ@w

d’ott on tire f dérivable et f'(z) =+/f(x).
Pour I'équation différentielle y* =,/y, il n’y a pas unicité de la solution nulle

en 0, car outre la fonction nulle, la fonction y: © — (z/ 2)2 est justement
solution.

Exercice 29 : [énoncé]
Pour tout z € R, f,,(z) — x et

[fn(2) —z[=1/n =0

La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers la fonction identité.
Pour tout = € R, f,,(7)? — 22 et

fa(n)2—n?=24+1/n* =2

Il n’y a pas convergence uniforme de la suite (f2).

Exercice 30 : [énoncé]

Par opérations, les fonctions f,, sont de classe C! car,/. est de classe C! sur R%.
La suite (f,,) converge simplement vers f avec f(z) = |z| qui n’est pas dérivable
en 0.

En multipliant par la quantité conjuguée :

1/n
JZ 1 Ln Va2
Par suite |, (x) — f(x)] < 42 = L puis [|f, — fll,, < & = 0.

\V1/n n

Ainsi la suite (f,,) converge uniformément vers une fonction f qui n’est pas de
classe C'.

fol@) = f(z) =

Exercice 31 : [énoncé]
Par la formule de Taylor Lagrange :

1 M
fla+ o) = )~ = @) < o
avec M = sup|f”|.
Par suite "
gule) ~ F@)] <
et donc

Exercice 32 : [énoncé]
On a

Vo € [0;1], fu(1) < fulz) < fn(0)

donc

[/ = Oll o = max(fn(0), =fn(1)) < max([fn(0)],[fn(D]) < [fn(0)]+ [fn(1)] =0

Exercice 33 : [énoncé]

a) fn est positive car
fo(z) > lim fo(x)=0

~ p—+oo

Puisque 0 < f,+1(x) < fn(z), en passant & la borne supérieure, on obtient

[frt1lloe < N fnlloo-
La suite || f,||,, est décroissante et minorée donc convergente.
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b) |ful = fn étant continue sur un segment, elle y admet un maximum en un
certain x,,.

c) La propriété f,(xz,) < fp(z,) provient de la décroissance de la suite
(Fy(@n) pen-
La suite (z,,) étant bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente
(y(n)) de limite 7.
Comme

fip(’ﬂ) (xcp(n)) < fp(xv(n))

on a la limite quand n — 400

lim ||/l < fp(T)

n—-+4oo

En passant cette relation a la limite quand p — +o00, on obtient

i <
Jdim |fallg <0
d’on
dim |fullo =0

Exercice 34 : [énoncé]

Notons f la limite simple de la suite (f,). Cette fonction f est évidemment
convexe.

Par l’absurde, supposons la convergence non uniforme sur un segment [a ; b] inclus
dans I.

Il existe alors € > 0 et une suite (x,,) d’éléments de [a;b] tels que

| fr(xn) — f(x)| > 2e pour tout naturel n.

Par compacité, on peut extraire de (x,) une suite convergente et, quitte &
supprimer certaines des fonctions f,,, on peut supposer que (x,) converge. Posons
Tso sa limite.

Soit o > 0 tel que [a — a;0+ o] C I (ce qui est possible car 'intervalle I est
ouvert).

Pour tout fonction convexe @, la croissance des pentes donne :

o py e osp) AU =H00) L o) —ol) b ) o)

Par convergence simple, () = f(Zoo)-
Pour n assez grand, |fn(Ts) — f(2x0)] < € donc

|frn(@n) = fa(Too) + f(2oo) — fzn)| > €

puis
fo(@n) — fu(Tso)

Tp — Too

ESEVIEN

Too — T,

€
> —> +00

T Xoo — Ty m—+o0

Or la suite (%) est bornée en vertu de(x) et la suite (M>

Tn—Too

aussi puis

fn(a) = fnla — ) < fn(Tn) = fn(Te0)

« Ty — Too «

et les termes encadrant convergent.
On obtient ainsi une absurdité.

Exercice 35 : [énoncé]

Si |w| > 1 alors
+oo
1 1

ZTL

zZ—Ww w wm
n=0

et la convergence normale sur U de la série assure la convergence uniforme dune

suite de polynémes vers
1

zZ—Ww

Z

Si |w| < 1, on peut remarquer que pour k € N,

/ T +§OO: " omi(n+(k+1))0
. do = w”/ e~ (k+1))0 49 — 0
60

0 e w "0

2
0

Si z +— P,(z) est une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément
sur U vers z +— i alors

27 27

, 1 de

Pp(ei?) — o — / —— #0
0 e —w n—+4o0 Jo |eze _ w|

Or par le calcul précédent, on peut affirmer

2m

0
0 Fale )eie—w

dd =0

On conclut & une absurdité.
La condition cherchée est |w| > 1.
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Exercice 36 : [énoncé]
Pour t € R, on a

1/n n——+o00

La suite de fonctions (uy,),>1 converge simplement vers f’ sur R.
Soient [a;b] C R et e > 0. La fonction f’ est continue sur le compact [a ;b + 1]
dont uniformément continue. Il existe alors o > 0 vérifiant

V(s,t) €lasb+ 17 |s—t| <a = |f'(s)— f'(t)| <e

Pour n assez grand de sorte que 1/n < aet ¢ € [a;b]. On peut écrire

t+1/n
n(f(t+1/n) — F() — F(6) =n / £(s) — /(1) ds
et donc
t+1/n
fun() — £/(8)] < n / F(s) = F(B)]dt <

Ainsi, la convergence de (uy)n>1 est uniforme sur tout segment de R.

Exercice 37 : [énoncé]

a) Par récurrence sur n € N.
Pour n =0 : ug(z) =1 et uy(z) =1+ [ dt =1+ 2 donc
0 <wuy(x) —ug(z) = .
Supposons la propriété établie au rang n > 0.

Upt2(T) — Upt1(x) = /OI Upy1(t —12) — up(t —t2) dt

O Upy1(t —12) — up(t —t2) > 0 donc up2(x) — ups1(z) >0 et
(t _ t2)n+1 nt+1
(n+1)! — (n+1)!

U1 (t —17) —u,(t — %) <

puis
xn+2

Upt2(T) — Unt1(7) < (n+2)!

Récurrence établie.

b) Pour tout z € R, on sait qu'’il y a convergence de la série exponentielle
n

2

Par comparaison de série a termes positifs, il y a convergence de la série
télescopique

Z Unt1(2) — un(z)
et donc convergence de la suite (u,(x)).
¢) Pour tout z € [0;1],

“+o0
(@) = un (@) = | D> (u(x) - Uk—l(l’))|
k=n-+1
donc
Xk =X
k=n-+1 k=n+1

Ainsi (u,) converge uniformément vers u. On en déduit que u est continue et,
toujours par convergence uniforme

n—-+o0o

V:z:e[O;l],/ up(t —t3)dt — /u(t—t2)dt
0 0

Par conséquent
xT
Vo e [0;1],u(x) =1 —|—/ u(t —t?)dt
0
La fonction est donc une fonction non nulle (car u(0) = 1) et dérivable avec

v/ (x) = u(z — z?)

Exercice 38 : [énoncé]

a) Par récurrence sur n € N. .
Pour n=0: up(z) =1 et uy(x) =1+ [ dt =1+ x donc

0 <wuy(z) —ug(z) =2

Supposons la propriété établie au rang n > 0. Soit = € R;..
xT
tns2(0) = 1) = [ i1 (90) = wn (1) o
0
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Par hypothése de récurrence, on a pour tout ¢ € [0; z]

(,.Yt)n—l-l tn+1
0<uy, t) — unp(vt) <
< un(08) =0 < 07 S
puis en intégrant
xn+2
Un+2(x) - Un+1(93) < m

Récurrence établie.
Pour tout x € R, on sait qu’il y a convergence de la série exponentielle

x’ﬂ
D

Par comparaison de série a termes positifs, il y a convergence de la série

télescopique
> (e

et donc convergence de la suite (u,(x)).
Soit a € R4. Pour tout z € [0;a],

) — un(2)

+o00
u(@) = up(@)] = | D (ur(x) —Uk—l(x))‘
k=n+1
donc
+o00 k
u(z) —un(@)| < Y 2 o s Z T nore 0
k=n-+1 k=n-+1

Ainsi (uy,) converge uniformément vers u sur [0;a]. On en déduit que u est
continue et, toujours par convergence uniforme

x

Vo € RJF,/. up(yt)dt — u(yt)dt
0

n—-+4oo 0
Par conséquent
Ve e [0;1],u(x) =1 —|—/ u(yt) dt
0

La fonction est donc une fonction non nulle (car u(0) =

u'(x)

1) et dérivable avec

= u(yz)

Exercice 39 :

a)

FIGURE 2 — Les premiers éléments de la suite quand v = 2/3

[énoncé]

Les fonctions f,: = — (;Jlrz: sont de classe C! et
/ - (71)n+1

Par le critere spécial des séries alternées, Y, - fn(x) converge simplement
sur |0; +oo[ vers S. -
Soi a > 0. Sur [a;400],

1 X1
! ) < — et —— < 40
||fn||oo,[a,+oo[ — (n+a)2 T;) (n+a)2 +
donc Y f! converge normalement sur [a;+oo[ puis converge uniformément
sur tout segment de [a; 400l
Par théoréme, S est définie et de classe C! sur |0; +oof et

= (!

§'(x) = Z (n+x)?

n=0
On peut appliquer le critere spécial des séries alternées a la série de somme
+oo (=t
Z (ndx)2 -

S’ (x ) < 0 et la fonction S est décroissante.

Celle-ci est donc du signe de son premier terme ;—21 Ainsi
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5

+oo n +<>0_n +°°_n+°°_n
S(l‘-i—l)-i—S(:E):Z <_1) +Z( 1) :_Z( 1) +Z( 1) .

n:0n+x—|—1 gt ontr ntw
d) Quand z — 0, S(z) =L — S(z+1) et S(z+1) — S(1) donc
S(a) ~ >
e) Quand x — +o0,
;am+sm+1»§suyg;ﬂ@+5@fn)
avec % ~ ﬁ donne
S(@) ~ 5

Exercice 40 : [énoncé]
Posons uy,: ]0;+o0o[ — R donnée par

n—+ax

a) Par le critére spécial, > u,(z) converge pour chaque z > 0.
Il y a convergence simple de la série de fonctions définissant F'.
b) Les fonctions u,, sont de classe C! et pour n > 1
_1)n+1
ul (z) = =

On a
1

oo = =

Il y a convergence normale Y u!, pour n > 1.

)

Posons

1 tmfl
G(x) = dt
(=) /0 1+t

L’intégrale est bien définie pour = > 0 et ’on remarque
1
Gx)+Gx+1)= =

Posons H = F — (. La fonction H est 2-périodique, montrons qu’elle tend
vers 0 en +o00.
Par application du critere spécial, on a

Vo > 0,F(x) >0

donc 1
0< F(z) < F(a)+ Flz+1) =~ —> 0

€r x—+oo

et par encadrement F' tend vers 0 en +o0.
Le méme raisonnement se transpose a G.
On peut conclure que H tend vers 0 en 400 puis finalement H est nulle.

Quand x — 0, F(x + 1) — F(1) par continuité et donc

Fz) =~ — Fa+1) ~ ~

X z—0 T

On vérifie aisément que F' est décroissante et puisque

1 1
—=Fz)+ Flxa+1)<2F(z) < F(z) + F(z - 1) = :
T T —
on obtient .
F ~
(x) z—+o0 27

Il y a donc convergence uniforme de > ], (pour n > 0) et I'on peut donc
conclure que F est de classe C!.
De la méme maniere, on obtient F' de classe C*°.

Exercice 41 : [énoncé]

¢) Par décalage d’indice a) fon:ix—h, ﬁ, fn est continue sur ]0; +o0].

+o0o (_1)n +o00 (—1)”

F(x+1):;n+l+x:_7;n+x

et donc 1
Fx)+F(zx+1)= .

Soit a > 0. Sur [a;400],
11
[fnlloe < P
La série de fonctions > f,, converge normalement sur [a; +oo[ donc converge
uniformément sur tout segment de ]0; +o00[. Par théoréme, la somme S de la

série Y f,, est continue sur |0; +oo].
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b) donc Y f,, converge normalement sur [0;a]. Par convergence uniforme sur
tout segment d’une série de fonction continue, on peut affirmer que S est

400 n +oo n . . 4 4 . .
1 1 1 1 1 continue. De plus, les fonctions sommeées étant toutes strictement croissantes,
S(x ~ 52U($+[€):*+ ZOH x—l—l—i—k :5+55(x+1) la somme S lest aussi.
=tk=1 n=0k 0 En effet, pour z < y,
¢) Par converge uniformément sur [a; +o00[ Z fi(z) < Z Fi(y)
k=1
d a la limit
1111}_100 S(x Z $EI}}OO fn(x)=0 onne a la limite o .
> fel@) <D fely)
Quand z — +o0, k=1 k=1
et puisque fo(z) < fo(y), on parvient a
S@=1yls@rn=Lro(t) 1
e T 7 %N\e x S(z) < S(y)
Quand z — 0, c)
S(JJ + 1) - S(l) +o00 +o00 +00
par continuité et S(z+1) = > (th(z +1+n) —th(n)) = Y _ (th(z+1+n) — th(n+ 1))+ _ (th(n +
n=0 n=0 n=0
too n too 1 . . .
Z H Z —e—1 avec convergence des deux séries introduites.
ikl r (n+1)! Par décalage d’indice
“+oo
donc L4 SEtl) e S (th(z +1+n) — th(n + 1)) = S(z) — tha
S(z)=——"—">~— n=0
x x
et par étude la limite des sommes partielles
. , , “+o0
Exercice 42 : [énoncé] Z (th(n+1) — thn) = 1
n=0

a) Par le théoréme des accroissements finis, on peut écrire f,(z) = z(th)'(c)

avec ¢ € Jn;  + [ Puisque (th)/(c) = chzl(c)’ on a On conclut a la relation proposée.

d) S admet une limite en +o0o car c’est une fonction monotone. Pour déterminer
z Az celle-ci, étudions la limite de la suite (S(n)). La nature de la suite S(n) est
ch2( ) ™o celle de la série de terme général

[fn(2)| <

Par suite nf,, (z) - 0 donc Y fn(x) est absolument convergente donc S(n+1)=8n)=1-thn
n—-+0o0

convergente. Ainsi Y f,, converge simplement. Or L L n 1
chn—shn e
b) Pour a € Ry, I’étude qui précede donne 1 —thn= “ahn  chn " 2e-2n
< est terme général d’une série absolument convergente.
1 loe 0:a) < ch?(n) On en déduit que la suite (S(n)) converge et donc que la fonction S converge.
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Exercice 43 : [énoncé]

Puisque la fonction f est décroissante, elle admet une limite en +o0o0. Puisque la
fonction f est aussi intégrable cette limite est nécessairement nulle. En particulier,
la fonction f est positive.

Par télescopage, on observe

N—

,_.

gz + N) - flx+k)

k=0

et s’il 'on s’adjoint la contrainte d’une limite nulle & g en 400, on est tenté de
poser

+oo
== flx+k)
k=0
Il reste & montrer que cette fonction est bien définie et continue ce qui sera obtenu
par un argument de convergence normale. Soit « € Ry. On a pour k > 1
k

£(£) dt

k—1

0< flz+k) < f(k) <

donc

k
sup [f(z + k)| < ft)dt
zER4 k—1

Par intégrabilité de f, il y a convergence de la série

>

et donc convergence normale de la série de fonctions

> flx+k)

k>1

L’adjonction du terme d’indice £ = 0 ne change rien et ’on peut conclure.
On vient ainsi de trouver une solution au probléme posé, d’autres solutions s’en
déduisent par ajout d’une constante.

Exercice 44 : [énoncé]

a)

27
fnix— n(,(LJZn) est définie et de classe C' sur R% et
71 n+1
fia) = DT
nl(z +n)

> >0 fn(x) converge simplement sur ]0; +o00o[ vers S.

1 1
Ya > 0 ||f H W et Z m converge

Ja;+oo] =

donc > f! converge normalement sur [a; +o00[ puis converge uniformément
sur tout segment de |0 ; +oo[. Par théoréme S est de classe C! sur ]0; +o0].

On peut appliquer le critére spécial des séries alternées a la série de somme

+oo (_1)n+1

Z nl(n + x)?

n=0

Celle-ci est donc du signe de son premier terme =3. Ainsi S'(z) < 0 et S est
décroissante.

+oo ( ].)nfE “+o0

,S(x+1):zn!(_x+n)+

n=0

xS(x)

G <N G L
;(n—l)!(x—kn)ilJrZ n!

1
xS(x) = o +S(x+1)et S(1) =
Quand x — 0%, zS(x) — 1 d’ou

Sa) ~ =

Par le critere spécial des séries alternées,

R =| S D | o ! o1
n\T)| = < <
k:nﬂk!(x—&-k) (n+Dl(z+1+n) ~ (n+1)!
donc .

<
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Par converge uniformément sur ]0; +oo],

lim S(z Z lim fn(z)=0

Tr—+o0 n—-+oo
n=0

Quand x — o0,
1
zS(x) = S +Sxz+1)—
d’ou

S(x) ~ —

exr

Exercice 45 : [énoncé]
On a

1 1 1
r+n x—n n?

d’ou 'existence de la somme.

. 1
Jw) = N1—1>I-Ii-loo ;N x+k
Or
N N+1 1
:Z: +1+k Z z+k

- =—N+1

donc a la limite quand N — 400, on obtient f(z + 1) = f(z).

N N 1 2N+1 1

}: Y m = Y
g z+1

k=—N 2 k=—N 2 +k k=—2N+1 z+k

donne a la limite

r(3)+7 (55 ) 2@

Exercice 46 : [énoncé]

a) La série de fonctions considérée converge uniformément sur tout segment
inclus dans R \ Z. Sa somme est donc continue et de plus 1-périodique.

b) Soit o > 1. Pour tout z € [—a;a, /2 et (x + 1)/2 appartiennent a [—a; .
Posons Mo = || fll [~ a;a)- La relation

1=zl (3)+1 (5]

a]. On en déduit M, < %Ma puis

donne | f(z)| < 2M, pour tout z € [—
M, = 0 puisque ¢ > 2.
Ainsi f est nulle sur [—a;a] et puisque ceci vaut pour tout o > 1, f est la
fonction nulle.

¢) Posons h: z +— Smg(m) définie sur R \ Z.

La fonction g = f — h est définie sur R \ Z, 1-périodique et continue.
On peut écrire f(z) = 5 + f(z) avec

=3 (w2 wop)

n=1

Par convergence uniforme sur [—1/2;1/2], la fonction f est continue en 0.
On peut aussi écrire h(x) = 25 + h(z) avec h continue en 0.

La fonction g = f — h se prolonge donc par continuité en 0.

Par périodicité, g se prolonge en une fonction continue sur R.

Pour = € R\ Z, on remarque que

1(5)+1(55) = s
n () +h(z;1) — 4h(a)

g(g) +g<x;rl> = 4g(x)

pour x € R\ Z mais aussi pour x € Z par continuité.
En vertu de b), on peut affirmer g = 0 et donc f = h.

et

On en déduit

Exercice 47 : [énoncé]

Les fonctions constantes sont solutions et les solutions forment un sous-espace
vectoriel.

Soit f une solution. Quitte & ajouter une fonction constante, on peut supposer

f(0)=0.
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On a .
fl@) | = fa)
fla) == +n§::2 m
donc

Posons h(z) = supg,y | |-
Pour z > 0, on a 2" € [0;2?%] pour tout n > 1. On en déduit

+0<>1

[F(@)] <) 5ah(a®) = hiz?)

n=1

Ainsi h(z) < h(z?) puis en itérant 0 < h(z) < h(z?") pour tout n € N.

Or pour x € [0;1[, 22" — 0 et limg+ 2 = 0 (car f(0) = 0) donc h(z) = 0 sur [0;1].

Finalement f est nulle sur [0; 1] puis en 1 par continuité.

Exercice 48 : [énoncé]

a) Analyse : supposons f solution.
Pour x > 0, on a

1 1

—m+f(l'+2)

z2
puis par récurrence

n

kZ:O a:+k: ()" fz+n+1)

Sachant que f est de limite nulle en +o00, on obtient

+o00 _1)n
f(x):§(;+;)2

Synthese : on vérifie aisément la convergence de la série de fonctions
définissant f par application du critere spécial.
De plus
1 1 1
< )< =
2 (.73—&-1)27](-()7582

assure que f est de limite nulle & I'infini.
Enfin

= (-n" 1
f@)+ fla+1) = f+§jx+n Z(HHUQZE
=0

On vérifie la convergence normale de la série de fonctions définie f sur
[a;4+o00[ par
(=n"

(z +n)?

1
= (a+n)?

Les fonctions sommées étant continues, la fonction f est continue sur ]0; +o00].
Elle est aussi intégrable en vertu de ’encadrement

1 1 1
2

2 e W=

On ne peut directement appliquer de théoréemes d’intégration terme a terme,
on raisonne alors par les sommes partielles

+oo N N . +oo dt _N+1 (_1)n—1
/1 Z t+ _nzzo(_l) /1 (t+n)2_; n

Or

+o0 +OO n
/ 1) at
+ n)?

N+1

+o0 +oo N
[ rma- | ZHH

et par application du critere spécial

+o0 oo N
t)dt — 5 dt| <
1 1® /1 Z t+n

En passant a la limite quand N — 400, on obtient

+oo too n—1
I G L
/1 feydt=>" - In?2

n=1

o0 dt 1
/1 (t+N+1)2 (N+2)

Exercice 49 : [énoncé]
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2)

b)

Si f est constante égale a C' alors I’équation (E) est vérifiée si, et seulement

si, C' = 2C — 2C?. Cette derniére équation est vérifiée pour C' =0 et C' =1/2

seulement.

Apres substitution et étude séparée du cas x = 0, on obtient f solution de
(E) si, et seulement si, h vérifie

h(2x) = h(z) — zh(x)?

L’application T} est de classe C! et T/ (y) = 1 — zy. Sur [0;1], on vérifie

|77 (y)| <1 et la fonction T, est donc 1-lipschitzienne sur [0;1]. Au surplus,
la fonction T}, est croissante sur [0;1] avec T,,(0) =0 et T, (1) =1 — /2. On
en déduit T, ([0;1]) € [0;1].

Par une récurrence immédiate, on vérifie
Yn € N,Vz € [0;1], hy(z) € [0;1]
Pour n > 1 et 2 € [0;1], on a par lipschitzianité

() (2)

|1 (2) = hp(2)] <

En répétant cette majoration
x x T 1
(@) = ha@)] < s (55) = o (57| = s < e

La série télescopique Y hpi1(2) — hy(x) converge donc absolument et la
suite (hy(z)) est donc convergente. La suite de fonctions (h,,) converge donc
simplement vers une fonction h. Au surplus

+00 too
1 1
(@) = ha(2)] = Z hiesa (@) — hi()| < Zj T = 37 n g

La convergence de la suite (hy,) est donc uniforme sur [0;1].

La fonction A est limite uniforme d’une suite de fonctions continues, elle est
donc continue sur [0;1]. En passant a la limite la relation

Vo € [051], hpy1(z) = hy (g) B gh” (2)2

on obtient 'identité

Vo € [0;1],h(x) = h (%) - gh (Ef

Puisque h,,(0) = 1 pour tout n € N, on a h(0) = 1 et la fonction h n’est pas
nulle. On peut alors définir la fonction f: 2 — xh(z) qui est continue, non
constante et vérifie

T

vz € [0;1], f(z) =2f(§> -2/ (g)z

e) On peut ensuite définir une solution sur [0;2] en posant

v a2 1) =2f (5) -2/ (3)

Cette solution est bien continue en 1 car

i () =27 (;) =y (;)2 — (1)

De méme, on prolonge la solution sur [0;4], [0;8], etc.

Exercice 50 : [énoncé]
On a
Vo € R, |fn(z)| < 1/n?

Puisque Y 1/n? converge, il y a convergence normale, donc uniforme, donc simple
sur R.

Exercice 51 : [énoncé]

On a || fu|l,, = 1/n or >~ 1/n diverge donc il n’y a pas convergence normale sur R.
Pour z € R, la série numérique > f,,(x) satisfait le critére de Leibniz, il y a donc
convergence simple sur R et

+oo

n=N+1

< ! < !
T N+1+22 " N+1

donc ||Ry|| — 0. Il y a donc convergence uniforme sur R.

1
ooSNJrl

Exercice 52 : [énoncé]
Pour tout = € [0; +o0[, introduisons k = |x]. Pour N > k+ 1, on a

N 1
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et donc la série de fonctions converge simplement sur [0; 4o00[ vers S avec

1
S(x)*mpourxe[k k+1]

Pour tout = € [0;+o00[, on a

n{ (x) six>N+1
et donc
ol 1
— n H
nE::Ou (1’ N—|—2N—>+000

Il y a donc convergence uniforme sur [0; +oo].
Enfin ||u,||,, = 1/(n + 1) n’est pas sommable, il n’y a pas convergence normale.

Exercice 53 : [énoncé]
Pour x =0, f,(x) = 0 est sommable.
2 . ’, 7. 7.
Pour z # 0, n*f,(x) — 0 par croissance comparée et donc la série numérique
n—-+oo

> fn(x) converge.
On peut donc affirmer que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur R .
L’étude des variations des fonctions f, donne

1fnlloe = Fn (24/7) =

Il n’y a donc pas convergence normale de la série de fonctions Y f,, sur R.
En revanche, pour a > 0 et n assez grand de sorte que 2A/n < a, on a

fn(a)

et donc Y f,, converge normalement sur [a;+oo[ car la série numérique > f,,(a)
converge.

A fortiori, il y a aussi convergence uniforme de Y f,, sur chaque [a;+o0o[ avec

a > 0.

Montrons qu’il n’y a cependant pas convergence uniforme sur [0;4o0].

Par 1'absurde, s’il y avait convergence uniforme sur [0;+oo], la fonction somme de
la série Y f,, serait continue car chaque f, est continue. Soit N € N*. Par
positivité des fonctions sommées

S ()20 (7) -3

||fn||oo,[a7+oo[ =

et donc la fonction somme ne tend par vers 0 en 0.
Ceci contredit sa continuité.

Exercice 54 : [énoncé]

a) Par croissance comparée, la suite de fonctions (f,) converge simplement vers
la fonction nulle.
La fonction f,, est de classe C! et

fl(z) = axn_l (n—z)e™™

On peut alors dresser le tableau de variations de f,, et affirmer

Sup [ ful)] = fuln) = Lo

z€[a;+o00]

Par la formule de Stirling
nl ~v2mn (ﬁ)
e

donc
1

21

On en déduit que la suite de fonctions (f,
[0; 400l

b) Par référence a la série exponentielle, la série de fonctions > f,, converge
simplement sur R et sa somme est égale a 1.
Il ne peut y avoir convergence normale sur [a; +00[ car f,,(n) n’est pas
sommable.
En revanche sur [0;al, il y a convergence normale car pour n assez grand de
sorte que n > a, on a

fn(n) ~

3

~—

converge uniformément sur

sup |fn(z)] = fn(a)

z€[0;a)

Il y a aussi a fortiori convergence uniforme sur [0;al.
Par I'absurde, s’il y a convergence uniforme sur une voisinage de 400, on
obtient par le théoreme de la double limite

+oo
lim Z Z lim
T—+00 Ofn T—+00 fn
n=

ce qui donne l'absurdité 1 = 0.
Il n’y a donc pas convergence uniforme sur [0; +00].

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections 32

Exercice 55 : [énoncé]

Si 2 =1 alors u,(z) =0 — 0. Si 2 €]0;1] alors u,(z) — 0. La suite (u,) converge
simplement vers la fonction nulle.

ul (z) = n%%"™ —n*tlan=1(1 — z) = n%"t(n — (n + 1)x).

n
n o 1 1 \"
n = Un = — 1 - —
lu ||°° Y (n+1) " n+1( nJrl)

n
1 1 1
Or T~ et (1——71“)

= ""(1=757) = e=1+o() 5 1 /e donc

[l ~n™"/ e

Il y a convergence uniforme sur [0;1] si, et seulement si, o < 1.

Pour tout = € [0;1], > u,(z) converge, [|u,||, ~en®"!, il y a donc convergence
normale sur [0;1] si, et seulement si, a < 0.

Pour oo > 0, up(z) > 2™(1 — x) = v, ().

Or
Sl ) E () B )
(22 £ () £ () -
— n+1 Wo n+1 n+1k: . n+1 e
donc
o () dn S
kai /—> ’Uk(].)
P n+1 nH-i-ook:O

La série Y v, ne converge donc pas uniformément vers [0; 1] et par suite Y u,
non plus.
Enfin pour @ <1, on a [[up 9,q) = un(a) et donc (uy) converge uniformément

sur [0;a] et > u, converge normalement sur [0;a] pour tout o € R.

Exercice 56 : [énoncé]

a) La suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction

sizel0;1]

siz=1

Puisque les fonctions f,, sont continues, pour qu’il y ait convergence uniforme,
il est nécessaire que la fonction limite soit continue et donc que f(1) = 0.

Inversement, supposons f(1) = 0.
Pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que

Ve e 0l Je -1 Sa = |f(2)| <e

Sur (051 —al, |[fa(2)] < (1= @)" [[fllo et sur [ —a; 1], [fa(z)] < [f(2)] <&
Puisque (1 —a)™ — 0, il existe N € N tel que

Vn>N,(1—a)"|fll, <e

On a alors pour tout n > N et tout = € [0;1], |fn(z)| < e donc || fn]l, <e.
cvu

Ainsi f, — 0.
b) Supposons que > f,, converge uniformément sur [0;1].
Puisqu’il n’y a pas divergence grossiere, on a f,,(1) — 0 et donc f(1) = 0.
Notons S la somme sur [0;1] de la série de fonctions > f,.
Pour z € [0;1],
f(z)

1—=x

+oo
S(x) =Y a"f(z) =
n=0
et o
Sy =3 () =0
n=0

Or la fonction S est continue comme somme uniformément convergente d’une
série de fonctions continues.
Par suite lim,_,;- S(z) = 0 ce qui donne

1 £@) = 1)

x—1 I—l

=0

Ainsi f est dérivable en 1 et f'(1) = 0.

Inversement, supposons f(1) =0, f dérivable en 1 et f/(1) = 0.
Posons (S,,) la suite des sommes partielles de la série > fp.
Pour z # 1,

1—zntt
Sp(z) = ﬁf (z)
Posons g: 2 € [0;1] — % prolongée par continuité en 1 par la valeur

g9(1) = 0.
La fonction g est continue sur [0;1] et g(1) = 0 donc la suite (g,) définie par
gn: « — z"g(x) converge uniformément vers 0 sur [0;1]. Or

Sp(x) = g(x) — gny1(x) donc Sy, % g et la série > f,, converge

uniformément.

Exercice 57 : [énoncé]
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a) Pour z =1, u,(z) = 0 et la série numérique Y u,(x) est convergente.
Pour z € [0;1], on peut écrire 0 < u, () < apz™(1 —x) = Az™. Orily a
convergence de la série numérique » x" et donc, par comparaison de séries &
termes positifs, la série Y u,(z) converge.

b) Apres étude de fonction, on obtient

] un(e) = - (1= L) L
Un|| . = sup |u,(z)| = — ~
oo ;cEOI:;)l] n—|—1 n+1 en

Par équivalence de séries & termes positifs, la convergence normale de > u,
équivaut a la convergence de > a,/n.

¢) Considérons le reste

+o00
R, (z) = Z apx®(1 — )
k=n-+1
Par la décroissance de la suite (a,,)
+oo
0 < R,(z) < any1 Z :ck(l — )
k=n-+1

Ainsi, pour z € [0;1] ou = 1, on obtient
0< Rn(2) < antr

Par cette majoration uniforme, on peut affirmer que, si (a,) tend vers 0, alors
la série de fonctions ) u, converge uniformément.

Inversement, supposons la série > u, uniformément convergente.

La suite (a,) étant décroissante et positive, elle admet nécessairement une
limite £ > 0. On a alors

+oo
Ve € [0;1[, Ry (z) > Z taF(1 - z) = L2 > 0
k=n+1

On obtient donc
Vo € [0;1],fz™ ! < | Rl o

En faisant z — 17,
C<[|Rallo

et ceci valant pour tout n € N, on conclut £ =0

Exercice 58 : [énoncé]
Remarquons que pour tout ¢ € [0;1],

t—t2€[0;1/4]

Pour = € [0;1/4],

1
unt1(2)] < @ l|unl o 0,14 < 1 llunll o, (0:1/4]

Par une récurrence facile

donc aisément 1

lnlloo o /a1 <
Par la remarque initiale, pour tout « € [0; 1],

1
[un+1(@)] < Nlunllos for/a < 7o

donc
1

lentillo o < 4o

On peut conclure que la série > u,, est normalement convergente.

Exercice 59 : [énoncé]
La fonction w,, est dérivable avec

1—n2z

el = Uy

n

Les variations de w,, sur [0; +oo[ fournissent

1
_ 2\ _
”un”oo = Un (1/n ) = 2
La série de fonctions > u, converge normalement sur [0; +ool, a fortiori
uniformément et simplement.
Soit a > 0. Pour = > a,

1+ n%z 1 11

!
< = ~
Jun ()] < (I1+n22)3 (14 n2a)?

a?nt

La série de fonctions ) u), converge normalement sur [a; 400l
En revanche, il n’y a pas convergence en 0, ni convergence uniforme sur |0;a] car
le théoréme de la double limite ne peut s’appliquer en 0.
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Exercice 60 : [énoncé] En sommant, on obtient
oo dt oo dt
a) ¢ est bien définie sur ]1;+oc[. Les fonctions f,: z — -+ sont de classe C*> / —<((») <1 +/ —
sur ]1;+oo] et 1ot ot
(—Ilnn)? avec
Pour tout a > 1 sur [a;+o0], =1
On en déduit
Inn)P 1
i (x)] < na () z—=1+t x —1
donc e) Le signe de In(¢(x))"” est celui de
‘ f(p)H < (Inn)P
" oo fastool = me C@)¢" (@) = ¢'(2)?
Pour p € ]1;a], Or
Pl P H 50 N N
n an oo fastoo] —Inn :Z 1 —Ilnn
— nx —~ nx/2 npr/2
donc > H £P converge puis 3 £ converge normalement sur "= "=
00,[a;+00 donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
[a; +o00].
11 en découle que la série de fonctions f,(lp ) converge simplement sur N nn 2 NN (—Inn)?
J1;5400[et > £ converge uniformément sur tout segment inclus dans Z ne < Z ne Z ne
]1; +o0[. Par théoréme on peut conclure ¢ est de classe C* sur |1;+o0]. n=1 n=t =l
b) puis quand N — +o0,
+o0 ¢'(2)* < ¢(2)¢"(2)
, (—1Inn) =
(@)= =<0
n=1
donc ¢ est décroissante. Exercice 61 : [énoncé]
+00 1 2
" (z) = (Inn) >0 a) Posons u,(z) = 1/n® définie sur |1 ;+o0].
— n La série de fonctions > u, converge simplement sur ]1;+o0o[ ce qui assure la
bonne définition de {(x).
donc ¢ est convexe. Plus précisément, pour a > 1, on a
¢) La série de fonctions Y f,, converge uniformément sur [2;+o00[ et
limg 400 fn(x) =1si n=1 et 0 sinon. Par le théoréme de la double limite sup |up(z)| = un(a) avec Z un(a) convergente
z€[a;+oo|
((z) — 1 . : " :
r—=+0o0 et il y a donc convergence normale (et donc uniforme) de la série de fonctions
d) La fonction t — L est décroissante donc Un St a5 F-o0].
t Puisque
n+1 n 1 sin=1
I I N ztoo |0 sin>2

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections 35

on peut appliquer le théoréme de la double limite et affirmer que ¢ tend en
400 vers la somme convergente des limites

) — 1

r—r—+00
Posons v, (z) = {(n)a™/n. Pour z # 0, on a

Un—&-l(x)

on(@) ||

n—-+o0o

Par le critére de d’Alembert, la série converge pour |z| < 1 et diverge pour
|z| > 1 (en fait le rayon de convergence de cette série entiére vaut 1).
Pour z =1, il y a divergence car

) 1

n n

Pour x = —1, il y a convergence en vertu du critére spécial des séries
alternées. En effet, la suite ((—1)"((n)/n) est alternée et décroit en valeur
absolue vers 0 notamment car {(n + 1) < {(n).

En tant que somme d’une série entiere de rayon de convergence 1, la fonction
F est assurément de classe C! (et méme C*°) sur |—1;1][.

Les fonctions vy, sont continues sur [—1;0] et Pon vérifie que la série Y v, (z)
satisfait le critére spécial des séries alternées pour tout = € [—1;0]. On peut
alors majorer le reste de cette série par son premier terme

<)

n

+oo

Z vg ()

k=n-+1

< fonta(z)] <

Ce dernier majorant étant uniforme de limite nulle, on peut affirmer qu’il y a
convergence uniforme de la série de fonctions Y v, sur [—1;0] et sa somme F'
est donc continue.

Par dérivation de la somme d’une série entiere, on obtient pour z € |—1;1],

+o0 400 +o00 "
F’(x):ZCrH—l ZZ prt
n=1 n=1p= 1

On peut permuter les deux sommes par le théoreme de Fubini car il y a
convergence des séries

> |

p>1

DK

n>1p=1

n+1

pn—i-l

On en déduit aprés sommation géométrique

R I I S R M =t

e o mplp—z) H\p-z p

La série de fonction associée converge normalement sur tout segment de
]—1;1[ et on peut donc intégrer terme & terme

=[£G o

z/ 2G5

[énoncé]
Chaque f,: =z +— y”

nv

Exercice 62 :

est de classe C! sur |0; +oo et

ne1nn

fu(@) = (=1)

Par le critére spécial des séries alternées, la série de fonctions Y f,, converge
simplement vers (2 sur |0; +o0l.
La suite (f/(z))nen est alternée. Etudions

n{L’

) Int
On a ) It
rn  1—xln

(‘D(t)_ te+1

Pour Int > 1/, ¢'(t) < 0 donc ¢ décroissante sur [e*/® ; +oo[. Ainsi (f(z))n>1
est décroissante a partir du rang Lel/ ””J + 1 et tend vers 0. On peut appliquer le
critere spécial des séries alternées. Pour a > 0 et pour n > [el/ aJ + 1 on a pour
tout z € [a;+o0],

R ()] = f (=)™ Inn| In(n+1)  In(n+1)
" Wo ne “(n+1)= T (n+1)e
donc | )
[z In(n+1) 0

o fai+ool = T L 7)o
> fl converge uniformément sur [a
segment de ]0; +oo.

On peut alors conclure que la fonction ¢y est de classe C! sur |0; +o0].

; +00[ donc converge uniformément sur tout

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections 36

Exercice 63 : [énoncé]
Par le critére spécial des séries alternées, (o est bien définie sur ]0; +oo].

fo:a— E00 est € sur 105 +o0[ et

pre
Inn)P
(p) = (=1 n+17(
79(@) = (-1
La suite (fT(Lp) (2))nen est alternée. Etudions
(Int)?

tw

(1) = ln(t)p_tiﬁl— xInt)

Pour Int > p/z, ¢'(t) < 0 donc ¢ décroissante sur [eP/® ; +oo[. Ainsi ( (P) (@))n>1

est décroissante a partir du rang E(ep/ *) 4+ 1 et tend vers 0. On peut donc
appliquer le critere spécial des séries alternées. Pour a > 0 et pour
n > E(eP/*) 41 on a pour tout x € [a;+o00],

(In(n 4+ 1))P
(n+1)

™= TP (Inn)P n(n p

W ne - (n+1)®

donc
(In(n+ 1))P

— 0
(n+1)e

||Rn||oo,[a;+oo[ <
> £ converge uniformément sur [a; +oo] (pour tout a > 0) donc converge
simplement sur ]0; +oo[ et converge uniformément sur tout segment de ]0; +o0].
Par théoréme on peut alors conclure que (3 est C* sur ]0; +ool.

Exercice 64 : [énoncé]

La convergence pour x > 0 de la série définissant (»(x) est acquise par le critére
spécial des séries alternées.

On peut combiner les termes d’indices impairs avec les termes d’indices pairs qui

suivent
Ca(x) = i <(2pi N (2117)””)

p=1

Considérons alors la fonction f: [1;+o0o[ — R définie par

1 1
IO == ~ @

La fonction f est décroissante et donc

n+1 n
/ () dt < f(n) < / s

puis en sommant ces encadrements

“+o0 “+o0
/1 F()dt < Gale) < F(1) + / f(tydt

avec

(20— 1) — (20) =" = — (20) (1 - (1 - 1)) ~@—DE) —s 0

2t t—+o00
et donc
/Jm ft)dt = o (2" -1) — !
1 21 —x) 20+ 2
De plus
1
1)=1-— 0
f( ) 2T g0t
et donc par encadrement
1
@@ =2

Exercice 65 : [énoncé]

a) ( est définie sur |1;+o0[ et (5 est définie sur |0; 4o00[ (via le critére spécial
des séries alternées)

b) fn: x> -5 est continue.

Pour tout a > 1,

donc
1

Il ostoct < 75

or > - converge donc Y f,, converge normalement sur [a ; +oo| puis

converge uniformément sur tout segment inclus dans |1 ; +oo[. Par théoréme,
on obtient que la fonction ¢ est continue.
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—1)" .
gn: T — ( nz) est continue.
Par le critere spécial des séries alternées

Ny n® T (N+1)®
Pour tout a > 0,
*2” G S T
A T (N+1)* = (N+1)°

donc > g, converge uniformément sur [a ; +00[ puis converge uniformément
sur tout segment inclus dans ]0; +o0c[. Par théoréme on obtient que la
fonction (5 est continue sur ]0; +ool.

¢) Pour z > 1

+oo 1 +00 1
=) ——2 = — otz
Ca(a) Z:jl — ,; @ = @) C(x)
Exercice 66 : [énoncé]
On peut écrire
R
() = ; -

avec convergence normale sur [0;1] donc
1 too p1
1 1
dz = — d
/01/1(x) v ;/0 n—r n+x .

1
1 1 1

/ — do =1In " —lnn+
o mM—x n+zx n—1 n

et en transitant par les sommes partielles
N 1 N
1 1 n
E / — do = E In
— Jo n—x n+x — n—
n=2 n=2

Ainsi )
/ Y(x)de =1n2
0

=InN-In(N+1)4ln2 — In

N
n+1

— 1

Y e

Exercice 67 : [énoncé]

a) Pour x € ]0;1[, on obtient par sommation géométrique
+Zoou (z) = 7x2lnz
O S
n=0

Cette relation vaut aussi pour z =0 ou z = 1.

b) On peut appliquer le critére spécial des séries alternées et donc

IR, (z)| = +§ (—=1)*+22642 1 | < 2200+ |In g
k=n+1
L’étude de ¢: x — 2%("*2) |Inz| donne
1], p2(n+2) e
Ve e [0;1], |lnx|§2(n+2)
donc o1
[Rnllo < 2n+2) —0
¢) Ona

1 1 1.2
1 1
/ &dxz/ lnxdx—/ wdw
o 1+x2 o o 1422

et on peut calculer la derniere intégrale par intégration terme a terme car
converge uniformément sur [0;1]. Cela donne

1
ln:E
-1
/0 1+ 22 Jrz (2n +3

puis le résultat.

Exercice 68 : [énoncé]

2

< 1
a? +n? ~ n?

‘ o) T

ebt le terme générale d’une série convergente. Par convergence normale sur le
segment [0;1] :

! +OO = 2ada =3
[Eatme=X [ &= n ()

n=1
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Or
X 24 _ chra 1
nzl a? +n? shra  «
donc

/1 = shral? shm
Z In =In—
a2+n2 a g T

1oo 1 shr
(1 5) =2
n T

n=

On en déduit que

[

Exercice 69 : [énoncé]
Pour x <0, il y a divergence grossiere.

Pour x > 0, n2e™ %" = e~ /4207 (g donc 3" e~™™ est absolument

convergente. Ainsi f est définie sur |0 ; +o00].

Pour a > 0, sur [a;+0o0], ‘e_m‘ < e~ %" (Cela permet d’établir la convergence

normale de la série de fonctions sur [a;+oo[. Par convergence uniforme sur tout
segment d’une série de fonctions continues, on peut affirmer que f est continue

sur ]0; +o0].

Par convergence uniforme sur [1; +oo[, on peut appliquer le théoréme de la double

limite et affirmer

n—
Pour z > 0 fixé, la fonction ¢t — e~ est décroissante donc

n+1 n
/ e~V dt < e~ Wn < / e~V dt

n—1

En sommant (avec n = 0 & part pour la majoration) on obtient

+oo +oo
/ e_mdtgf(x)gl—i—/ et dt
0 0

“+oo
/ e_l‘/zdtzz2
0 x

avec

On en déduit

quand z — 0.

Exercice 70 : [énoncé]

Par le critére spécial des séries alternées, il est immédiate de justifier que S(t) est
définie pour tout t > 0.

On peut réorganiser expression de S(t) de la fagon suivante :

+00 I
_ (G A G A W !
S() _pz:;) <2pt+1 Ty l)t—i-l) _p;) (2pt +1)[(2p + 1)t + 1]

La fonction f;: = — 4

est décroissante.

t
2zt+1)((2e+1)t+1)
Par comparaison avec une intégrale, on obtient ’encadrement

/1 " @ de < S < /0 @

Puisque par les calculs précédents

t 1 1
(et +1) (2 + )t +1) 2at+1 (u+1)t+1

On obtient

+oo t de— | 2et+1) 17 In(1+1)
/0 (2ot +1)((2z + 1)t + 1) I{%n((2x+1)t+1)h T2

et

oo t L, Qat+1) T In(1+ 3t) — In(1 + 2t)
/1 2at + 1)((2z + )t + 1) _[Qtn((Qx—i-l)zH—l)] - ot

Quand ¢ — 0T, on obtient par encadrement S(t) — 1/2.

Exercice 71 : [énoncé]

a) Pour tout z € R, la série numérique Y u, () satisfait le critére spécial des
séries alternées donc la série de fonctions ) u, converge simplement sur R.
De plus

+oo

>

n=N+1

x2 1
<l (14+—o ) <14+
n<+(N+1)(1+x2)>n(+N+1>_>0

donc la série de fonctions Y u, converge uniformément sur R.
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b) u,(x) e In(1+1/n). Par converge uniformément

+oo +oo
> tn(z) b= > (=1)"In(1+1/n)

Pour calculer cette somme, manipulons les sommes partielles et séparons les
termes d’indice pair de ceux d’indice impair

2N 1 N N
Z (=1)"In (1 + n) = Z In(2n+ 1) — In(2n) + Z In(2n — 1) — In(2n)
donc - ,
S o (10 1) = (5:) v o)
Or
Nl ~V2rNNNe™ N

donc

2N

> (=1)"In(1+1/n) ~In(2/7)

n=1

On en déduit
¢=1n(2/m)

Exercice 72 : [énoncé]
En réorganisant la somme

n k n “+ o0
m=3(1-1) =X A
k=0
avec fr: N — R définie par

frn) =1 —k/n)" sik <net fr(n) =0 sinon

Pour k € N fixé, fp(n) — e~ *.

Pour k < n, |fx(n)| = exp(nln(l — k/n)) < exp(—k) et cette majoration vaut
aussi pour k > n. Ainsi || fi||, y < e~* et donc la série Y fi. converge
normalement sur A = N.

Par interversion limite/somme infinie, on obtient

—+oo

1
_k_
unn—>_+>ooze _l—l/e
k=0

Exercice 73 : [énoncé]
Posons

fe(n) = (1 - ﬁ) pour k < n et fr(n) =0 sinon

Pour k£ € N fixé,
fr(n) — exp(—ka)
Pour k£ <n
|fe(n)] = exp(naln(l — k/n)) < e ke
et cette majoration vaut aussi pour k > n.
Ainsi
I elloo e < €75

et donc la série Y fj converge normalement sur A = N.
Par interversion limite/somme infinie

“+oo +oo +oo
. o . o —ka
W D fum) =D, L fuln) =) e

Ainsi

. n L\ e o
ngrfooz<l_n) e —1

Exercice 74 : [énoncé]
Par la formule du binéme

(=) -2 ()7

Considérons fy: [0;+oo[ — C définies par

_ _ k
fu(z) = z(z—1). k'(x kt1) i—k six >k et fr(x) =0 sinon

En tout p € N,
=5 ()%= (1)
k=0 k=0 k) p p
La série de fonctions ), . fx converge simplement vers z — (1 + %)L en tout

k
p € N. De plus, puisque | fx(x)| < %, la convergence est normale sur R,. Pour k
fixé, quand z — 400,
rlx—1)...(x—k+1)2F 2k
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Par le théoreme de la double limite

—+oo —+o0 Zk
Jm A =35
k=0 k=0

ie.

lim (1—|— E) =e°
n

n—-+oo

Exercice 75 :
Posons

[énoncé]
1
S e

a) Soit z €]0;+o0[. On a f,,(z) ~ 1/n%x donc Y f,.(z) converge absolument.
On en déduit que la série Y f,, converge simplement sur ]0; +oo[ et donc la
fonction S = 32,25 f, est bien définie.

b) Les f, sont continues sur R* .

Soit a > 0,
1 1
oot < e = ()

La série de fonctions Y f,, converge normalement sur [a; +oo[ donc converge
uniformément sur tout segment de ]0; +o0].
On peut donc conclure que S est continue.

avecz >0

¢) Chaque f, est décroissante donc la fonction S I'est aussi.

d) Par convergence normale sur [1;4o00],

+o00o
i, > Sul@) =D L fof@) =0
On remarque
1
 fn() oot 12

Posons g, x — 3 La fonction g,, croit de 0 & 1/n? sur Ry donc

T
n(l+nz

190 o for4oct = 73

La série de fonctions Y g, converge normalement sur R donc

—+o0 —+oo 2
i i 1 T
1m 1m = — = —
Jim > gnl § Jm  ga(z) > 5=
n=1 n=1 n=1

Par suite 2S(x) — %2 puis

T—r+00

772

S(x) ~

r—+00 @

est décroissante donc par comparaison avec une

+/+°° U
1 t(l+tx)
Or

oot teo g T U
1 t(l+tx) 1 t 14tz 1+tx],

e) La fonction ¢ — )
intégrale

1+ta:)

+o0 1
/1 1 +tx) Z un() < + 2

=In(1+2z)—In(x)

donc
S(z) ~ —lIn(z)
z—0
Exercice 76 : [énoncé]
a) foras - Ml_x = ( “im) est définie et continue sur |—1; +o00[
Soient —1<a<0<1<
b
1l oo jase) < m

La série de fonction Y’ f,, converge normalement sur [a;b] et donc converge
uniformément sur tout segment inclus dans |—1; +o0.

b) Chaque f,, est croissante donc par sommation de monotonie, S est croissante.

c)

X1 1 11
S(a:+1)75(x):n22n_1 n+x*;**n+x
donc b ) ) )
S(x+1)_s(x)znz_:2n—l_ﬁ_l+x+l:x—i-l
d) Quand x — —1, S(z+ 1) — S(0) = 0 puis
S(x):—x+1+5(x+1)~—xi1
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e) S(0)=0et S(x+1)—S(z) =

+1 donc pour tout n € N,
n
k=1

f) On sait >, + ~Inn et on sait In(n + 1) ~ Inn.
Puisque S(E(z)) < S(z) < S(E(x) 4+ 1) on obtient

S(x)

x

T =

~InE(x) ~Inx

Exercice 77 : [énoncé]

a) Posons f,(z) =e ™"
Pour z < 0, la série 3" e~ " diverge grossiérement.
Pour x > 0, n%f, () — 0 donc 3" e~™" converge absolument.
La fonction f est donc définie sur |0; +ool.
Pour a > 0,

1l = [n(a)

et > fn(a) converge donc 3 f,, converge normalement sur [a; +o00[. Comme
somme de série de fonctions continues convergeant uniformément sur tout
segment, on peut affirmer que f est continue sur |0; 4o0].

las+oo] —

b) f est somme de fonction strictement décroissante, elle donc elle-méme
strictement décroissante.

¢) Par convergence uniforme sur [a
somme infinie. Ainsi

; +00[, on peut intervertir limite en +oo et

i 1(@) ZLBTM n(z) =0.

d) Par monotonie de ¢ — e~

n+1
/n

n

Vit < e ™ < / eVt

n—1

En sommant

Exercice 78 :

a)

donc

[énoncé]

Notons : f,: x — H%

Pour z =0, f,(z) =0 donc S(z) est bien définie.

Pour z €0;1] : f““iéx) x <1 et S(x) est bien définie.

Pour z =1: f,(z) =1/2 et S( ) n’est pas définie.

Pour z € |1;+o0] : f}*é(;ﬁ) — L <1 donc S(z) est bien définie.
Finalement S est définie sur [O 1Jujl
>~ fn sur ce domaine.

; +oo[ par convergence simplement de

too 1/3)" +oo n

Yz €1]0;1[U 5(1/x)zzmzzlfwzsm)
n=1 n=1

J1;+o0],

Soit 0 < a < 1. Sur [0;a],

+oo
”an007[01(1] < a” et Za" <1
n=1

donc ), -, fn converge normalement sur [0;a] et donc converge
uniformément sur tout segment de [0; 1[. Par théoréme S est continue sur
[0;1].

Par composition de fonctions continues S: x — S(1/x) est aussi continue sur
J1;+o0l.

, na;"_l(l + xQn) _ 27’1.133”_1 nx"‘l(l _ xQn)
fn(x) - (1 + x2n)2 - (1 + x2n)2
Chaque f, est croissante sur [0; 1] et décroissante sur ]1;+oo].
Par sommation de monotonie, la fonction S est croissante sur [0;1] et
décroissante sur |1;4o0].
S(0) =0.
Quand z — 17,

+oo
" 2
S(z) > — = —
(x)_;Q 1—z %

donc lim,_,;- S(z) = +oo.
Puisque S(1/x) = S(z), on obtient par composition de limites,
lim, 1+ S(z) = +o0 et lim,_, o S(x) = 0.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections

Exercice 79 : [énoncé]
Pour |z| > 1, la série est grossierement divergente.
Pour |z| < 1,

xn

1+am

n

~

et donc la série est absolument convergente.

La fonction S est définie sur |—1;1].

Posons u,(z) = lfﬁ%

up, est de classe C!, Y u,, converge simplement,

, B nxn—l
donc pour a € [0;1],
n—1 1
||unH [—a;a] <n1_an ~na

ce qui assure la convergence normale de > ], sur tout segment de |—1;1].
Par suite la fonction S est de classe C?.

S(O):%donc S(x) ~ 1

z—0 2

Pour z € [0;1],
+o0 +oo

— _|_ Z Z ppn(p+1)

n=1p=0

Puisque Y° . |(=1)Pz" "+ V| converge et 3 -, ;ﬁg (=1)Pz™P+D| aussi, on
peut permuter les deux sommes et affirmer

On a alors

avec up(z) = 2P =L pour z € [0;1].
La fonction u, est continue sur [0;1] et prolonge par continuité en 1 en posant
up(1) = 1/(p +1).

Le critére spécial des séries alternées s’applique & la série Y (—1)Pu,(z) et donc

o0

Y (DFur(@)

k=p+1

< Upt1(2)

o0

et une étude de variation permet d’affirmer u,11(x) < Ainsi, la série > uy,

< 512
converge uniformément sur [0; 1] et donc sa somme est continue en 1. Cela permet

d’affirmer

+oo (—l)p
1-2)S(z) — In2
=1~ p+1
p=0
et finalement
In2

Exercice 80 : [énoncé]

Posons
ni T At a2
Sachant
2 |nz| < 1+ n?z?
on a
fal@)] < o
n\T = 5 9
2n?

On en déduit que la série de fonctions Y f,, converge normalement sur R.
Les fonctions f, étant continue, la somme S est définie et continue sur R.
Les fonctions f,, sont de classe C! et

1 —n22?
/ —
fn(x) (1+n2x2)2
Soit a > 0. Pour |z| > a,
1+ n2z? 1 1
(@) < 2,.2\2 3.2y = 2,2
n(1 + n2z2) n(l 4 n2z2) = n(l+ n2a?)

On en déduit que la série de fonctions ) f! converge normalement sur tout
segment de R*.
La somme S est donc une fonction de classe C! sur R*.
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Montrons que la fonction S n’est pas dérivable en 0.

1 = 1

(5@ =50) =2 Ty
Par comparaison avec une intégrale

1 T dt

- - > —_—

L@ =50 = [

Par le changement de variable u = tx

1 oo dt
f(S(x)—S(O))Z/w u(i — +00

x 14+ u?) z—o0+

car la fonction positive u — 1/u(1 + u?) n’est pas intégrable sur ]0;1].

Exercice 81 : [énoncé]
Posons

fulz) = % arctan(nz)

Chaque f,, est continue et || f,||,, = 55= est terme général d’une série convergente.

n2

Par convergence normale, on peut affirmer que f est définie et continue sur R.

Chaque f, est de classe C! et

Pour a > 0, sur [a;+oo[ ou |—o0; —al,

anHoo < W

ce qui donne la convergence normale de la série des dérivées.

Ainsi, par convergence uniforme sur tout segment, on obtient f de classe C' sur

R*.

Exercice 82 : [énoncé]

)

En vertu du théoréme des accroissements finis

lun(z)] < Vn+2 —v/n) sup |(arctan)’| = Vntw—yn

donc

|un ()] <

<
)_

x x 1
AT nnnss) < ammtn) 0 <n3/2)

On en déduit que la série de fonctions Y u,, converge simplement et donc la
fonction S est bien définie.
Les fonctions w,, sont continue et pour tout a € Ry,

a

3/n(n+1)

On peut donc affirmer la convergence uniforme sur tout segment de la série
> uy, ce qui assure la continuité de S.

Vo € [0;a], |u(z)] <

Montrons que S tend vers 400 en +o0.
Remarquons que par le théoréme des accroissements finis

V2n—yn V2-1
1+2n  2/n

et il y a donc divergence vers +oo de la série Y uy,(n).
Soit A € R,. Il existe un rang N € N tel que

up(n) = arctany/2n — arctany/n >

N
Z up(n) > A
n=0

Pour x > N,

N N
S(x) > Zun(x) > Zun(N) > Zun(n) > A
n=0 n=0

n=0

On peut donc affirmer
S(x) — o0

T—r+00

Exercice 83 : [énoncé]
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2)

Posons
1
Un(2) = 5——
Les fonctions u,, sont définies et de classe C! sur R.
La série de fonctions > u,, converge simplement sur R car u, (z) ~ 1/n?.

On a

—2z
li
donc sur [—a;al,
, 2a
lunlloe < 3

et la série de fonctions Y u!, converge normalement et donc uniformément
sur tout segment de R.
On peut conclure que la fonction f est de classe C'.

La fonction ¢ ~— 1/(t? + 22) est décroissante donc

/+oo dt f( ) /+oo dt
1 t2 + x2 - 0 t2 + IQ

Or
/+°° dt T /+oo dt T 1 1
—— = — et = — — —arctan —
o t2+ax? 2z . 2422 22 =z x
donc -
f(z) Z;;OO %

On peut écrire

11 1 _1 z? L1 zt
n2+ax2  n2 1+ 22/n? T n2 n? ntn2 + 2

et par convergence des sommes introduites

X1 =X = 1
_ 4
_Zﬁ_2ﬁ+x Zn4(n2+x2)
n=1 n=1 n=1

Or
ORRLEEN P o
< — < 400
402 2| = 6
nln(n—l—x) —n
donc ) .
_T T 2 4
fle) =T~ Tt 4 Ofa)

Exercice 84 :
Posons

[énoncé]

fniz e %sin (%)

Puisque les fonctions f,, sont toutes impaires, on limite I’étude & x € [0; 4o0].
A partir d’un certain rang N,, on a x/n < 7/2 et alors

sin (z/n) € [0;1]

La série numérique > f,,(z) vérifie alors les hypotheses du critére spécial des
séries alternées a partir du rang N, et par conséquent cette série converge.
Ainsi la série de fonctions Y f,, converge simplement sur R et donc sa fonction
somme, que nous noterons S, est définie sur R.

Les fonctions f,, sont de classe C' et

de sorte que
||f7/l||oo,R = E

On en déduit que la série de fonctions Y f! converge normalement sur R et donc
la fonction S est de classe C! sur R, a fortiori cette fonction est continue.

Exercice 85 : [énoncé]

a) Posons f,(t) = (1;17)” pour ¢t > 0.
Par application du critére spécial des séries alternées, Y f, converge
simplement sur ]0; +o00[ et

([ Rl —0

00, [a;+oo| S 1 + na

pour tout a > 0.
Par converge uniformément sur tout segment d’une série de fonctions
continue, S est définie et continue sur ]0; +oo.

b) Par converge uniformément sur [a; 4o00],

hm S(t Z t_>+oo 1 m nt

Par application du critere spécial des séries alternées
1

- <
1 1+t_S()
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5

Les fonctions f,, sont de classe C! et la série de fonctions > f,, converge
simplement.

—1)nt+1ip
s ="
(1+nt)
La série Y f/ (t) est alternée avec |f}, (t)| = e
Puisque
nin+1)t2 -1

O — | Hl =
la suite (| f},(t)]) décroit vers 0 & partir d’un certain rang.

Soit a > 0.
A partir d’'un certain rang ng,

nin+1)a®>-=1>0

et alors pour tout ¢ > a, on peut appliquer le critere spécial des séries
alternées a partir du rang nyg.

On a alors
n n

T+nt)? = (1 +na)

[ Rn(t)] <

donc
n

P —
HRTL”oc,[a;-i-oo[ = (1+na)2 —0

Ainsi la série de fonctions Y f/ converge uniformément sur [a; 400l
Par théoréme, on peut alors conclure que S est de classe C'.

Exercice 86 : [énoncé]
On pose pour tout = € R et n € N*

a)

b)

x
up(z) = (-1)" ' ——
(o) = (1)1
Pour tout « € R, > u,(x) satisfait le critére spécial des séries alternées et
donc 3" u, converge simplement. La fonction S est donc bien définie, elle est
évidemment impaire.

Soit a > 0. Par le critére spécial des séries alternées

T a
R, < <
| (x)_(n+1)+x2_n+1

pour z € [—a;al

et donc “
||Rn||oo,[—a;a] < ﬁ —0

Il y a convergence uniforme sur [—a;a] pour tout a > 0 et donc convergence
uniforme sur tout segment de R.
De plus chaque fonction u,, est continue donc S est continue.

)

Par le critére spécial des séries alternées, on peut encadrer S par deux
sommes partielles consécutives

x T g x
14+22 2422~

et on peut donc affirmer S(z) = 0.
T—+00

Exercice 87 : [énoncé]

a)

Pour z € |-1;1],

|un ()| = o (Jz]")

donc > u,(x) est absolument convergente donc convergente.
Pour x =1,

(_l)n—l

un(z) = 2n

donc Y u,(x) converge en vertu du critere spécial des séries alternées.
Pour z € |—00; —1[U]1; 40|,

() = (1- ) - e (7r)

donc Y u,(x) est somme d’une série convergente et d’une série absolument
convergente.

+oo n—1 "
fa)+ 1/ =y ED (1 —

n=1

1/xn B +oo (_1)n—1
+ 1+ 1/2:") B ; n

Soit a € [0;1].

n n

a
1—a”

a

||f||oo,[fa;a] < < 1—a
donc > f,, converge normalement sur [—a;al.

Par convergence uniforme d’une série de fonctions continues sur tout segment
de ]—1;1[, on peut affirmer que f est continue sur |—1;1[. Puisque

f(x) =C% — f(1/z), f est aussi continue sur |—oo; —1[ et sur ]1;+oo| par
composition de fonctions continues.
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d) Pour z € [0;1], la série Y u,(x) est alternée et la suite <% 111" >n>0 décroit

vers 0 (aprés étude non détaillée ici) donc le critére spécial des séries
alternées s’applique et

+§ ( ) _ 1 gt - 1
Up(T ~ ~
n+1
M n+1ll+x n+1
puis
HRnHOO,[O;l] < n4+1 —0

La série de fonctions continues ) u,, converge uniformément sur [0;1] donc f
est continue sur [0;1] et donc continue & gauche en 1. Par la relation du b)
on obtient aussi f continue & droite en 1.

Exercice 88 : [énoncé]
a)
1 1
In fri1(z) —In fr(z) =2In (1 + n) +In(n+1)—In(z4+n+1)=0 (n2>

La série Y In f,11(2) — In f,(2) converge donc la suite (In f,,(x)) converge
puis (fn(x)) converge vers un réel strictement positif.

InD(z) = lim (mlnn—i— > k- In(z+ k))
k=1 k=0

avec zlnn+ >y Ink—> (In(z+k)=zlnn—Inz—>;_ In(1+F).
Or la série 3_ (£ —In (14 £)) est absolument convergente car de terme
général en O (1/n?) et

Z(%-m(u%)) :xlnn+~yz+o(1)—iln(1+%)

n
k=1 k=1

donc

InT(z)=—Inz — vz + i" (% —1In (1 + %))
n=1

c) Posons f,(z) =< —1In (1 + %) pour x >0 et n > 1. f, est C!, Y f, converge
simplement et f/ (z) = ﬁ ce qui permet d’affirmer »_ f! converge

normalement sur tout segment[a ;b] C RY.

Exercice 89 : [énoncé]

a) Siz <0, la série numérique Y f,,(z) diverge grossiérement.
Si x> 0 alors n%f,(z) = e2™7=*"" — 0 donc Y f,.(x) est absolument
convergente.
Ainsi ) f,, converge simplement sur ]0;+oo[. f est définie sur ]0;+o0].
b) Les fonctions f,, sont continues.

Pour a > 0, || full oo ja; 00| = fn(@) et 3 frn(a) converge donc 3 f, converge
normalement sur [a; +oo[. Par convergence uniforme sur tout segment, on
peut affirmer que f est continue.

¢) Par convergence uniforme sur [a;+0oo[, on peut intervertir limite en 400 et
somme infinie. Ainsi lim,_, 4o f(2) = :z% lim, oo fr(z) = 1.

Exercice 90 : [énoncé]

a) Pour z < 0, uy(z) T donc > u,(x) diverge grossiérement.
n—-+0o

Pour z = 0, u,(x) =0 donc Y u,(0) converge

Pour x > 0, u,(z) = o(1/n?) par croissance comparée et donc >_ u, (x)
converge absolument.

On conclut I =R,

b) Pour [a;b] C RY,
n%be "¢

U 1= sup |up(zr)| < ———
Jnlo oy = 500 Jun ()] < 5

donc > u, est une série de fonctions continues convergeant normalement sur

tout segment de RY . Sa somme est alors continue sur R .

¢) Apres étude des variations de la fonction,

1

n3—a

= sup |un(z)| = un(1/n) ~

[ta]l ., = st
zER4

Il y a convergence normale si, et seulement si, a < 2.
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d) On peut écrire

= 1 X ke Ffm 1 Xk . 1 «—
—— - - _ v —k/n - —k/n

>owli/m=o > mr Y mait Mz, e
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
Or par sommation géométrique

 [— 1 e~ (ntl)/n 1

=3 okm_ ¢ 7 1

2n 2nl—e-l/n " 2e

k=n-+1

donc Y772 1 ug(1/n) ne peut tendre vers 0 quand n — +o0.
S’il y avait convergence uniforme sur R alors

05 3 wt/m < swp | 32 wela)| 0
k=n+1 TR | p=n+1

ce qui vient d’étre exclu.

e) Si S est continue en 0 alors par sommation de terme positif

0< i ug(1/n) < S(1/n) — S(0)=0

k=n+1

ce qui est encore a exclure.

Exercice 91 : [énoncé]

Puisque a,, > 0 et > an(1 + |z,|) converge, les séries > a,, et > anz, sont
absolument convergentes.

Posons fr(z) = an |z — 24|

Comme |ay, | — 2,|| < |an| |2] + |anzy|, la série des fonctions f, converge
simplement sur R.

Les fonctions f,, sont continues et sur [—=M ; M, || fullo < May, + ay, [25].

Par convergence normale sur tout segment d’une série de fonctions continues, on
peut affirmer que la somme f est continue.

Soit [ar; 8] € R tel que x,, ¢ [av; ] pour tout n € N.

Les fonctions f,, sont de classe C! sur [a; 3] et f!(z) = ea,, avec |e| = 1.

Par convergence normale de la série des dérivées sur [a; §], on peut affirmer que f
est de classe C! sur tout intervalle ouvert |a;b[ vérifiant Vn € N, z,, & Ja;b|.

Soit a € R tel qu’il existe n € N vérifiant z,, = a.

En considérant A = {n € N | x,, = a}, on peut écrire par absolue convergence

f(x)zzanlx_a|+ Z an|x—mn\:a|m—a|+g(x)

ncA neN\A

avec a > 0.
Puisque la série Y a,, converge, pour N assez grand, ZZ:OON 4100 < 5.
On peut alors écrire

fl@)=alz—al+ )

neN\A,n>N+1

an | — x| + Z

neN\A,n<N

an |z — Ty,

La fonction @+ 3, i 4 < @n |7 — 25| est dérivable au voisinage de a.
Cependant, la fonction

prx—alr—al+ E ap, |2 — Xy
neEN\A,n>N+1

n’est quand a elle pas dérivable en a.
En effet, pour h > 0,

1 a o«

- _ >0 — > =

(pla+h)—pa) za—5 >3
alors que pour h < 0,

F(plath)—p(@) < —at+ 5 =2

Y )= 2~ 2

Ainsi, les éventuels nombres dérivés a droite et a gauche ne peuvent pas coincider.

Exercice 92 : [énoncé]

a) En vertu du théoréme des accroissements finis

x
1+ n2?

|up(x)| <z sup |(arctan)’|=
[nsn+x]

On en déduit que la série de fonctions Y u,, converge simplement et donc la
fonction S est bien définie.
Les fonctions u,, sont continue et pour tout a € Ry,

a

Vo € [0;al, lun(z)] < T

On peut donc affirmer la convergence uniforme sur tout segment de la série
> uy ce qui assure la continuité de S.
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b) Montrons que S tend vers +00 en +o0.
Sachant -
Vo > 0,arctan(x) + arctan(l/z) = 5

on peut réécrire

“+o0
1 1
S(z) = arctanz + Z (arctan o arctan nt x))

n=1

Les termes sommés étant tous positifs

N

1 1
S(z) > arctanx + Z arctan — — arctan
—~ n (n+x)
Or, quand  — +00
al 1 1 L 1
arctan x + Z (arctan — — arctan > — —+ Z arctan —
— n (n+x) ) 2400 2 — n

Puisque la série > arctan% est une série a termes positifs divergente, pour
A € R quelconque, il existe N € N tel que

o 1
Z arctan — > A
n

n=1
et alors, pour = assez grand

N
1 1
arctan x + Z (arctan o arctan Wt :c)) > A

n=1

puis
S(x) > A

Exercice 93 : [énoncé]

Posons u,(x) = (—=1)""tIn (1 + z/n).

Pour chaque z > 0, la série ) u,(x) est alternée et (|u,(x)]),,~, décroit vers 0.
On en déduit que la série Y u,, converge simplement sur [0;+oo[ et la fonction S
est donc bien définie.

Les fonctions u,, sont de classe C* et ul,(z) =
alternées s’applique encore & > u} (x).

(="t
n+x

. Le critere spécial des séries

Pour = € [0;a] (avec a > 0 préalablement fixé)

+oo

> uk(a)

k=n-+1

1 1
<

R, = =
| Bn ()] n+l+z n+1

< funta (2)]

On en déduit que Y u!, converge uniformément sur [0;a).
Via converge uniforme sur tout segment de Y u/ , on peut affirmer que S est de
classe C! et

+oo n—1
s =3

Par le critére spécial, le signe de cette somme est celui de son premier terme et
donc S’(x) > 0.
La fonction S est alors croissante.

Exercice 94 : [énoncé]

a) Puisque [ja| < 1 et [|a"| < |la]|", la série Y a™ est absolument convergente et
sa somme S vérifie (1 —a)S = S(1g —a) = 1 donc 1g — a est inversible
d’inverse S.

b) Pour a € [0; 1], on montre par convergence normale la continuité de
ar (1—a)~t =37 a" sur B(0,). On en déduit que z — z~* est
continue en 1g.

¢) Soit a € U(E). Quand x € U(E) — a alors za~! — 15 donc
(za™) ' 51 =1g puis 27! = a1 (za"!) " - a7t Ainsi 2+ 271 est
continue en chaque a € U(E).

Exercice 95 : [énoncé]

a) Pour que les termes sommés aient un sens il faut z € = C\ N*.
Inversement, si z € = C\ N* alors les termes sommés existent et puisque

1 1

n(n — z) el
la série définissant f(z) converge absolument. Finalement, f est définie sur .
b) Posons u,: Q — C la fonction définie par
1

R )
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Soient a € Ry et 2, = {z € C\ N* | Re(z) < a}. Pour tout z € Q,

1

—_

Pour n > a,
[n—2| > |n—Re(z)| >n—a

et donc
1

Up(2)| = ——
| 71( )| TL(TL _ (I)

Ce majorant indépendant de z est sommable, il y a donc convergence
uniforme de la série de fonctions > u, sur Q,. Or les fonctions w,, sont
continues, donc f est continue sur §2,. Ceci valant pour tout a > 0, on peut

conclure que f est continue sur §2.

Exercice 96 : [énoncé]

a) [[thA¥| = "1l A||" avee |t] ||A]] < 1 donc la série converge simplement. De
plus
—tA) ZtkAk Zt’“Ak Zt’“Ak
k=0 k=0

donc (I —tA)f(t) =1 dou f(t)= (I —tA)~!
Soit p € [0;1/||A|[. t = tFA* est de classe C! et de dérivée ktF—1AF avec

Rt A gy < R 14D

terme général d’une série convergente. La série des fonctions dérivée converge

donc normalement sur [—p; p] ce qui assure que f est de classe C! sur

J=1/1[A[l; 1/ Al et

+00 g
') = Z (k+1)thAM L = A (Z (k + l)tkAk>

k=0 k=0

Or par produit de Cauchy de série absolument convergente :

+o0 +o0 +oo n +oo
2 _ (Z tkAk> (Z tkAk> — Z ZtkAktn—kAn—k — Z (n + 1)tnAn
k=0 k=0

n=0 k=0 n=0

donc

Exercice 97 : [énoncé]

a) ||#tPA¥| =+ It || A" avec |t|||A]l < 1 donc la série converge simplement.
b) Soit p € [0;1/[|Al|[. t — £t* A est de classe C! et de dérivée t*~1 A avec

£ A% < oAl

00,[—p;p]

terme général d’une série convergente. La série des fonctions dérivées
converge donc normalement sur [—p; p] ce qui assure que f est de classe C!

sur =1/ [|A[| 5 1/ [|A]l[ et

+oo +oo
()= trAM = (Z t’“A’f) A
k=0 k=0
Or
— tA) ZtkAk ZtkAk ZtkAk

donc (I —tA)f'(t) = A.
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