Exercices MP

Fonctions a parameétre
Classiques

(Transformée de Laplace)

L*>([0,4o00[, C) désignera l’ensemble des fonctions continues et bornées sur
[0, +00] & valeurs dans C.

Soit f € L*°(]0, 400, C). On appelle transformée de Laplace de f I’applica-
tion L(f) définie par

+o0o
¥z >0, L(f)(z) = /0 F(t)e="tdt

1) Vérifier que si f € L*(]0, +o0[,C), L(f) est bien définie sur ]0, +-o0].
2) Montrer que
i) Pour f(t) =1, L(f)(z) = .
ii) Pour f(t) =sin(wt), ot w € R, L(f)(z) = 275
3) Montrer que L est une application linéaire de L>°([0, 4+o00[, C) vers C(]0, +ool, C).

4) Soit f € C*([0,+o0[,C) telle que f et f’ soient bornées.
Montrer que

Vo >0, L(f)(z) = zL(f)(x) - £(0)
5) Soit f € L*([0,4o00[,C). Montrer que

lim zL(f)(x) = f(0)

T—r—+00

Indication : Vous pouvez utiliser un changement de variable.
6) Soit f € L*([0,4o0],C).

Supposons en plus que f posséde une limite finie L en 4o00.

Montrer que

lim zL(f)(x) =L

x—0
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Fobiton

1) Vérifier que si f € L*([0, +o00[,C), L(f) est bien définie sur |0, +o0].
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2) Montrer que
i) Pour f(t) =1, L(f)(z) = %
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2) Montrer que
i) Pour f(t) =1, L(f)(z) = 1.
ii)| Pour f(t) = sin(wt), ot w € R, L(f)(z) = E?%f
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3) Montrer que L est une application linéaire de L>°([0, +oc[, C) vers C(]0, +ool, C).
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4) Soit f € CL([0, +o0[,C) telle que f et f’ soient bornées.
Montrer que

vz >0, L(f')(z) = zL(f)(z) — f(0)
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5) Soit f € L*°([0,4oc[,C). Montrer que

lim xL(f)(z)= f(0)

r—+o0

Indication : Vous pouvez utiliser un changement de variable.

Tk w0 . Owa:

atiph) = | o pe sk

+0
= fj(-:i-‘)é—sojs ) '\?‘l-ﬁ JL ('/L\l,'wvamw’— 0/1 \}‘Mthﬁté =5

@/mf :
b L) = b i(f-)e “ds

3%
(O wf;b irdecyordin Jm mmf .

A=+ oo 0
) VV?]Q*"OC/ S ﬂ%) 55 & CPP1dr [0pp=[ ) Cor brhinve

p) Pee selorrol ., Lo 1) = {l) e o e flo)e
>+ o

Pr.ELAMIRI www.iamateacher.org



e CPM [ Cov lobinve At [opta[
) Vb('s)é:(oﬁ'%ﬂx ):OH"’”[,J G4 -
<] ) Lo
<M [‘"/jéﬂ-/h{.e

“04 G [ e S: s @4%‘% Aor [opteo(_ -

o(L,}g,;,/ de 0()/ /7) &) o g

.« L{])E
J:oa K _ i j[f)e “ds

X 7400
0

,,/ j/o) & ds

=7

Pr.ELAMIRI ‘ www.iamateacher.org



6) Soit f € L*°([0,+oo[,C).
Supposons en plus que f posséde une limite finie L en +o0.
Montrer que

lim 2L(f)(z) =
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