EXERCICES MPSI

[ Arithmétique j

Exercice 1 :

1) Résoudre dans Z les équations suivantes :
a) (x—1) | (x+3)
b) (z+2) | (2*+2)

2) Soit n un entier impair. Montrer que n? = 1[8]

Exercice 2 :

1) Montrer que 11 | (2123 4 3121)

2) Déterminer le reste de la division euclidienne de (12344321 +43211234) par
7.

Exercice 3 :

1) Montrer que
VneN', (n+1) AN(2n+1)=1

2) En déduire que
VneN", (n+1)|C3,

Exercice 4 :

1) Montrer que
Vn € N, (an,bn) € N2, (1 + \/ﬁ)" — ap + b2

2) Montrer que a2 — 2b% = (—1)"
3) En déduire que
vneN, a, Nb, =1

Exercice 5 :

Les questions 1) et 2) sont indépendantes.

1. Soit P(x) = ag+a1x+---+a,_12" "' +2" un polynéme & coéfficients
dans Z.
Soit 7 € Q une racine de P. Montrer que r € Z.

2. (Critére d’Eisenstein)
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EXERCICES MPSI

(a) Soit P(x) = ag + a1x + -+ + ap_12" " + a,2™ un polynéme a
coéflicients dans Z.
Soitrzge@;oup/\q:l.
Montrer que si 7 est une racine de P, alors p divis ag et ¢ divise
Q-

(b) Déterminer alors toutes les racines du polynoéme :

P(z) = =2 + 152 — 3722 + 3023

Exercice 6 :

1. Soient a,p = 2. Montrer que
(a? — 1) premier = (a = 2 ou p premier)

2. Notons pour tout nombre premier p, M, = 2P — 1.
Ce sont les nombres de Mersenne. Montrer que les nombres de Mer-
senne sont deux a deux premiers entr eux.

(Probléme de Bezout)

Soient a,b,c € Z*. Considérons I'équation (E) ax + by = ¢, d'inconnes z et
y dans Z.

1) Résoudre dans Z? I'équation 33z + 24y = 3.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que I'équation (E)
posséde au moins une solution.

3) Soit (wg,yo) € Z* une solution particuliére de (E).
Déterminer toutes ses solutions (z, y) en fonction de a, b, zg, yo et d = aNb.

4) Résoudre alors I’équation 95x + 71y = 46
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Exercice 1 :

1) Résoudre dans Z les équations suivantes :
a) (x—1) | (x+3)
b) (x+2) | (z?+2)

2) Soit n un entier impair. Montrer que n? = 1[§]
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(")1_4) /(71_2) (= AC % 2, %/ 5/ or—1, -—?}

S:%Z, 2’/5/ O/—'/’/——?}

b) Detécmnos g weZ Ll Gu(z+2) | (2?4 2)
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2) Soit n un entier impair. Montrer que n? = 1[8]
N W = (ke m;,ZL,_L)
[N 2
Q) AA N = H&.Z-I'HA‘['J’
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Exercice 2 :
1) Montrer que 11 | (2123 4 3121)

2) Déterminer le reste de la division euclidienne de (12344321 4-43211231) par
7

Pt

1) Montrer que 11 | (2123 + 3121)
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2) Déterminer le reste de la division euclidienne de (12344321 +-43211234) par
7.
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Exercice 3 :

1) Montrer que
VneN*, (n+1) A(2n+1)=1

2) En déduire que
Vn e N* (n+1)|C3,

Db

1) Montrer que
VneN*, (n+1) A(2n+1)=1

@ij a\ Bc QBw{“
?0’8;% V)é!f\/*,
One 2xMN+42) +(-1) x (2n+2) = 2

Alors dlepro b Ahbeme Jdv Beapgnt (ntd) A (2041) = 1

2) En déduire que
Vn e N*, (n+1) | C3,

M+ v
(Una () = (20#) C.Zn

= (n+1) /KRMH) C;
C76M(/ = (n+1) /C; , (s (na) A (an41) = 2

Fin &xocile 3
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Exercice 4 :

1) Montrer que
vn €N, 3(ay,,b,) € N2, (1 + \/5)" — ap + b2

2) Montrer que a2 — 2b? = (—1)"

3) En déduire que
VneN, a, Nb, =1

Koo

1) Montrer que

vn € N, d(a,,b,) € N2, (1 + \/§)n = a, + b, V2
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2) Montrer que a? — 2b? = (—1)"

Methed,

@m Mc’cwm:m(f doe M EDN .
rafh;t‘}{alim%@t

/‘PON‘Y\ =90,

H et
JOMLMIN SW) Vs an,_{\o o# 1 g |

- Z )

4%( ﬁm.] ‘oh_H _( [\

(Ona

2 2 2 2 bypy = Gy 43h,
by ~ 2, = [y + 2hn) 2 [hasbr) o/ t,

heag = ﬁ-+Lu
= ha +ha4b, +Lv‘l9 -3 ﬁn +Z//<4—L) )

2 2

2 2
- - ( ﬁw — 2 L)n )
v+ 2 2
= (--I) Cer an "'_'{LV! -:__[_,)

\_/.s

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org



%h/{";“ ° V“ 6NV anz_,_ {\75 :(,,);

Methed. 2
Fak neiN | (Ona -

2

b, —-Z'bi = (ﬁh_\fz }0»«\ (4»4’\&]_») .

T h) () (R =4 AR

"
[\)’w M ke 4 od__afhé, Gue, (%Jf’:bh): (1_VZ) .
Jﬁ&a; .

Gy _2by ~ (1_1%) x[(1+VE) :@4..\/1)(7“[2)):[_/)
[ ]

n

'\/Mﬂ"t’)"hehl mindenant Kpue (Vné”\/’ (_4,1_,\(26,): ({_\IZ)“ )
Method ¢ L (Pan $necucrntc)

— ag=41
Fror =0 (0V) {
190 =0

Sup #1088 b (1) M e B 1)

by = by _}R.):.,.

(Ona : aM,,w/ELn = (a.m»zl;,,)_,\(Z(xmq) (ﬂzs\
+ I:M_

A< O _l-.L.,.
= (1-¥2)an 4(2-VD) L,

Pr. ELAMIRI www.iamateacher.org






