EXERCICES

MPSI

( CONVEXITE )

Exercice 1 :

Montrer les inégalités suivantes via la convexité :

1) V& = 0, sinh(z) = x

2) Ve e]—1,400[, In(1+2z) 2

3) Vz € [0,%], 2z <sinz <=z

4) Yz € [0,1], 1+x<e””<1+(e—1)x

5) VneN, Vo =0, 2" —(n+ 1)z +n >0

on

on 7 Zwk

6) Vn € N* Vay, -+, w90 € RT, <ka> jkzzln
k=1

Inégalité vue et démontrée dans le TD de <Récurrence>

7) Vz €[0,3], cos(z) = 1 — 2z
(Extrait du CNC MP 2014)

Exercice 2 :

Montrer que :

M

Vn € N* Vai,--- 2, € RT,

oo () 5

X
=1 "k

< 22:1 5“%
o n

( La deuzxiéme inégalité s’appelle "L incqalite arithmeético-géométrique” )

Exercice 3 :

Considérons la fonction

[ ]l 4o0[ — R
x — In(lnz)

1) Montrer que f est concave.

2) En déduire que

Y,y €)1, 400, In <x;y> = v/In(z) In(y)
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Exercice 4 :

1) Montrer que :

a) La fonction x — In(1 + e*) est convexe sur R

1 1
b) Vn e N*, V &1, 2, € ]0,400[, 1+ <H$k> < (H(ka))

k=1 k=1
2) En déduire que

1

1 1
\V/TZGN*, \V/al,"‘,an>'0, Vbla"'7bn>'07 <Hak) +<ku> = <H(ak+bk)
k=1

k=1

Exercice 5 :

Soit (p, ) €]0,+0o0[* tels que L+ 1 =1.
1) Montrer que :
a) V(a,b) €0, +00%, Ya¥/b =2 +?2
b) ¥(a,b) €]0,+o0[?, ab < & + &
Dite inégalité de Young

2) En déduire que

aq bl 1 a]f 1 b(f

v a17a27b17b2 607+OO47 - -
( ) €] [ Qfa + b /bl + b5 T pai +ay  qbf+b

3) Conclure alors que

V (a1, az, b1, ba) €]0,+oc[*, a1by + agby < (/a]f +a§€/b‘f + b4

4) Montrer qu’en général, on a :

vn GN*’ v(al,"' aan,bla"' 7bn) 6}07_‘_00[2"‘7 Zakbk i Zai N Zb
k=1 k=1 k=1

NB :
a) Cette inégalité s’appelle l'inégalité de Minkowski.

b) Pour p = ¢ = 2, on retrouve I'inégalité de Cauchy-Scwarz.
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( CONVEXITE )

Exercice 1 :

Montrer les inégalités suivantes via la convexité :
1) Vz = 0, sinh(z) = «

2) Vee|—1,4o00[, In(l+2z) Sz

3) Vz € [0, 7], %szinmjaz

4) Ve [0,1], 1+zxe* <1+ (e—1)x

5) VneN, Vz =0, 2" —(n+ Dz +n>=0

271
;o\ F DT
6) Vn € N*') \V(LBI,"' , Ton € R+’ (]._.[ mk) = k:21n
k=1

Inégalité vue et démontrée dans le TD de <Récurrence>
7) Vz € [0,Z], cos(z) = 1 — 2z
(Extrait du CNC MP 2014)
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